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PRESENTACION

Este ejernplar de la Revista SELPER forma parte de
una serie de cuatro (4) ndmeros que han sido lanza-
dos, con gran esfuerzo, en un Plan Editorial de
Emergencia, destinado a recuperar la continuidad
editorial de nuestra Sociedad, iniciada durante la
Sede de SELPER en Chile (1983-86), la que, lamenta-
blemente por motivos de a mayor, no se pudo
sequir en la forma en que hubiésemos deseado, Es
asi como se han lanzado ndmeros especiales fecha-
dos simbdlicamente como Septiembre 1986, Sep-
tiembre 1987, Septiembre 1988 y Septiembre 1989,
para representar la continuidad en esos anos y co-
menzar a publicar normalmente en 1890. Dado que
son Revistas editadas con posterioridad (Septiembre
1989, fecha de matorializacién del Plan Editorial de
Emergencia), no se han incluido Secciones de Noti-
cias ni Activdades Iberoamericanas e Internaciona-
les, las que si apareceran en los nimeros regulares
que seran publicados durante 1990 en forma semes-
tral y, sl el apoyo Iberoamericano e internacional es
adecuado, en forma trimestral,

Los articulos técnicos seleccionados para la Revis-
ta SELPER 1986, corr nden a trabajos presenta-
dos en el Seminario de Geclogia Regional co-organi-
zado por la Unién Internacional de Ciencias Geoldgi-
cas {Iﬁcés}; UNESCO, SELPER y &l Instituto de Pes-

uisas Esgacia'rs (INPE) de Brasil (Sao José dos
Eampos, P, Brasil, Diciembre 1885). La continua-
cidn de estos articulos técnicos conforman la parte
medular de la Revista SELPER 1987, Para la Revista
SELPER 1888 se ha seleccionado un importante y
completo articulo del Dr. Jorge Lira (Universidad
Nacional Auténoma de México, UNAM), sobre Carac-
terizacién Matamatica de Imagenes Digitales, el que
sa ha creido conveniente complementar con un resu-
mido pero ejemplificador trabajo del Ing. Marcelo
Campi (Comisidn Nacional de Investigaciones Espa-
ciales de Argertina, CNIE), destinado a profesionales
no tan especializados. Finaimente, para la Revista
SELPER 1989, se continué con el siguiente capitulo
escrito por el Dr. Jorge Lira {UNAI‘ug, sobre Transfor-
maciones Reversibles y Realces Globales. Espera-
mos que estos temas sean de interés y recibir a futuro,
para las proximas Revistas SELPER, ofras valiosas
contribuciones de la comunidad profesional latinoa-
mericana y mundial,

Probablementea llame la atencidn el por qué de este
esfuerzo y la oportunidad en que éste se materializa.
Las razones son profundas y constituyen un compro-
miso de honor, de mminuidgld y constante perfeccio-
namiento de las actividades de SELPER alo| de
larotacién de sus Sedes. Durante laSede de SELPER
en Brasil (1986-89), se obluvieron inmensos logros en
ampliar la cooperacién internacional, organizacién
de Simposios Latinoamericanos en diversos paises
de Nuestra América en coordinacidn con la Sede
SELPER en Brasil, reconocimientos internacionales
hacia nuestra Sociedad y diversas actividades de
apoyo dentro y fuera de Iberoamérica. Tedo ello
demuestra la madurez y consoclidacion que ha logra-
do SELPER. Lamentablemente, por razones de fuer-
za mayor, no fue posible reforzar la actividad editorial
de SELPER.

Conscientes de laimportancia que tienen las Publi-
caciones como agentes de comunicacion y perfec-
cionamiento permanente de nuestros Socios, ya que
no as posible para todos participar en los diversos
Cursos de Perfeccionamiento, inarios, Simpo-

sios y otras actividades organizadas o co-patrocina-
das por SELPER v, conla mismavisién y generosidad
con que laSede SELPER Brasil abordd |a realizacion
de Reuniones Plenarias y Simposios Latinoamerica-
nos fuera de su pais, también ha existido una apertura
para realizar un Plan Editorial a mas largo plazo,
solicitando y traspasando importantes responsabili-
dades al Comité Editorial que tantos éxitos logrd
durante la Sede de SELPER en Chile. Ello, sumado a
un representative Comité de Expertos y de Arbitraje a
nivel latinoamericano, compuestos por profesionales
de probada excelancia y dedicacion a SELPER, junto
a la esperada decisidn de las futuras Sedes de conti-
nuar con un Comité Editorial mas estable -indepen-
dientemente de la rotacion de dstas- deberd permitic
lograr latan ansiada continuidad editorial que tanto
necesita nuestra Socledad para fortalecer y multipli-
car alin més los éxitos cosechados en todos estos
afos, desde sus inicios en Ecuador, pasando por
Chile, Brasil, Argentina y posteriormente otros palses
hermanos.
Deseamos agradecer la valiosa colaboracion presta-
da por los diversos Socios e Instituciones de los
Capitulos Nacionales SELPER, en particular los de
Argentina, Brasil, Chile, Colombia, Ecuador, México,
Perl y otros paises hermanos de América del Sury
América Central, sin cuyo apoyo y participacion per-
manente, SELPER no hubiese sido una realidad.
lgualmente, a los Sccios, Institucionesy Empresas de
los Capfiulos Honorarios de Alemania, Canadé,
Espana, EE.UU., Francia, Holanda y Portugal. Igual-
mente, a las organizaciones internacionales como la
Agencia Espacial Europea (ESA), Naciones Unidas
(ONU), IUGS, COSPAR/ICSU y otras, que tan decisi-
vamente también han aportado a los logros de SEL-
PER. Finalmente, para |a realizacion de este Plan
Editorial de Emergencia, vayan nuestros sinceros
reconocimientos al Comité de Publicaciones SEL-
PER Chile, Editorial Universitaria, Impresora América
y, por supuesto, al Instituto Geografico Militar (IGM)
de Chile -en especial a su Director, Brigadier Don
Roberto Castilla Viel; subdirector Técnico; TCL Lauta-
ro Rivas, TCL Sergio Matus y MY. Mario Molina, puss
esa colaboracion serd vital para consolidar este Plan
Editorial a largo plazo de SELPER.

De esta forma, es un gran orgullo para la Sede
SELPER Brasil poder entregar una situacion Editorial
al dia al término de su gestion; para SELPER Chile, un
gran honor poder continuar contribuyendo en forma
tan decisiva a la mayor consolidacion de SELPER; vy,
para SELPER Argentina, una gran satisfaccidn y un
desafio el poder continuar avanzando cada vez mas
en estas actividades en beneficio de SELPER y sus
ideales de cooperacion y hermandad iberoamericana
y universal.

Dr. ROBEATO PEREIRA DA CUNHA
Prasidente de SELPER

Sede SELPER Brasil (1986-1989)
PROF. MAURICIO ARAYA-FIGUERDA
Vice-Prasidenta (Ecuador, 1980-83)
Presidente (Chile, 1963-88)
Vice-Presidente y Director Editorial
Sede SELPER Brasil {1986-89)

ing. MIGUEL SANCHEZ-PENA
Vice-Prasidente SELPER

Sede SELPER Brasi (1986-85)
Presidante Comith Organizador

Sede SELPER Argentina (1089-91)
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EDITORIAL

This issue, thatis part of a series of four (4) SELPER
Reviews, constitutes a great effort to continue with the
Editorial Programme that was begun by SELPER-
Chile during 1983-86. Unfortunately and due to seri-
ous problems, this could not ba continued. Because
of this, we are publishing now these special editions
which will represent the continuity along years 1986-
1989. These issues have been symboliically dated
September 1986, September 1887, September 1988
and September 1989, Due to the fact that these Re-
views were edited in September 1889 (date of the
materialization of this Emergency Editorial Plan), nei-
ther international and |bercamerican Activities nor
News were included. These Activities and News are
going to appear in the normal sections in the regular
issues which will be published during 1990, every six
months but if the |beromerican and International
support e suitable, SELPER Review will ba published
quarterly,

The technical papers selectad for SELPER Review
1986, come from the Seminar on Regional Geology,
coorganized by International Union of G ical
Sciences (IUGS), UNESCO, SELPER and INPE
(Brasilian Space Research Institute), held in Sao Jose
dos Campos, Brazil, on December 1985, SELPER
Review 1987 was shaped with most of these papers
available at the Editorial Committee. An important
paper about Mathematical Characterization of Digital
Images by Dr. Jorge Lira (UNAM, National Universi
of Mexico) makes SELPEH Review 1988 togethar wit
a summarized paper by Eng. Marcelo Campi (CNIE,
Argentinian Space Research Commission). Finally,
SELPER Review 1989 contains the next chapter writ-
ten by Dr. Jorge Lira (UNAM) about Reversible Trans-
formations and Global Enhancementes. We hope
these papers will be of interest and hope to receive
more contributions for the next SELPER Reviews from
Latin American and worldwide community in the next
future,

The reasons to do this Emergency Editorial Plan, at
this time, constitute a commitment and a constant
improvement in the activities of SELPER all along the
rotation of its Seats. In Brazil (during 1986-89),
SELPER got a lot of achievemants in the intsrnational
opening and coorganization of Latin-American Sym-
posia -which took place in different Latin American
countries. Our Society also received additional inter-
national recognition, as well as international support,
The above showed that our Society had reached an
important consolidation and maturity. In spite of this it
was, unfortunately, not possible for our Society to
reinforce SELPER's Editing activities.

Aware of the importance thal these publications
have as agents of communication and constant tool of
improvement for our members, since it is not possible
for all of them to take part in the different training
courses, seminars, symposia or anyother activities
which are organized or co-sponsored by SELPER
and, with the same view and generosity which
SELPER/Brazil organized Plenary Mestings and
Latin-American Symposia with abroad, there has also
existed \he sarme will to accept and to create a long-
term Edition Program by applying and transfering

important and significant responsibilities 1o the Edit-
ing Committee that had so successful participation at
the SELPER Seat in Chile (1983-86). All this, plus the
integration of both a Specialists Committee and Refe-
ree Committee that are constituted by professionals of
high excellence and devotion to SELPER, together
with the expected decission of the future SELPER
Seats in order to continue working with a more perma-
nent Editing Committas that is not going to be affectad
by SELPER Seats rotation, we hope that it will allow to
get the so expected editing continuity that our society
needs to reinforce and multiply even more the
achievements got in the , since its begining in
Ecuador, going through Chile, Brazil, Argentina and
other brother countries in the near future.

We also want to thank the valuable cooperation
given by the different members of SELPER and the
institutions where the National Chapters of SELPER
worked, specially those from Argentina, Brazil, Chile,
Colombia, Ecuador, México, Per( and other brother
countries of South America and Central America,
whose support and cooperation and parmaneant par-
ticipation ware fundamental for the creation and exis-
tence of SELPER. We also want to thank to all the
Members, Enterprises and Institutions ofthe SELPER
Honorary Chapters, specially these of Canada,
France, Germarny, Holland, Portugal, Spain and
U.S.A. Also to those international organizations like
European Space Agency (ESA), United Nations,
UGS, COSPAR/ICSU and othars who have been so
decisive for SELPER success. Last but no laast, we
want to thank the valuable support given by the
SELPER-Chile Editing Committae, Editorial Universi-
taria, Impresora América and Instituto Geografico
Militar (IGM) from Chile - specially to its Director,
Brigadier General Mr. Roberto Castilio V.; Technical
Subdirector, LTC Lautaro Rivas; LTC Sergio Matus
and MY, Mario Molina whose colaboration will be of
real importance to perform this SELPER's long-term
Edition Programme.

In this way, it is a real proud for SELPER-Brazil to
offer an updated edition programm at the end of its
mandate; it is a real proud for SELPER-Chile to con-
tinue contributing in such a decisive way to the greater
consolidation of SELPER; it is a real challenge and
satisfaction for SELPER-Argentina to continue im-
proving these activities for the benefit of SELPER and
its important aims of lberoamerican and Universal
brotherhood and cooperation.

Dr. ROBERTO PEREIRA DA CUNHA
President of SELPER

SELPER Seat Brazil

(1986-1983)

Prof. MAURICIO ARAYA-FIGUEROA
Vice-President (Ecuador, 1980-83)
Prasident (Chile, 1983- ;
Vice-President and Editing Director
SELPER Seat Brazil (1986-89)

Ing. MIGUEL SANCHEZ-PENA
Vice-President of SELPER

SELPER Seat Brazil (1

President of Organizing Committss
SELPER Seat Argentina (1589-91)
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TRANFORMACIONES
REVERSIBLES: REALCES GLOBALES

Dr. Jorge Lira

Instituto de Geoffsica. Universidad Nacional
Auténoma da México (UNAM). A. P. 22-560.
Delag. Tlalpan. 1.400 México D.F. MEXICO.

Resumen

En este completo trabajo de revision se continua con el tema iniciado en
la Revista SELPER anterior, constituyendo estavez el capitulo 6 del libro
“Introduccion al Procesamiento Digital de Imagenes” del mismo autor,
razon por la cual se ha mantenido la numeracion original. Para una
mejor exposicion, el tema se ha subdividido en: 6.1) Consideraciones
Generales; 6.2) Transformaciones en el Espacio de Coordenadas; 6.3)
Medificaciones al Histograma; 6.4) Operadores Diferenciales; 6.5)
Transformada de Fourier; 6.6) Descomposicibn en Componentes
Principales; 6.7) Analisis Canonico; 6.8) Transformacion Kauth-
Thomas; 6.9) Transformaciones Geométricas; 6.10) Transformaciones

Quasi-lineales; Referencias.

| realce global de la imagen multiespec-
E tral, banda por banda, o en su conjunto,
tiene como objetivo principal el de facili-
tar la apreciacién general de la misma

por medios visuales y digitales. Una imagen global-
mente realzada puede ser empleadacomotal para un
reconocimiento analégico de patronas, o bien vista
COMO Un paso previo para un reconoacimianto digital,

6.1.- Consideraciones Generales

En el capitulo anterior dejamos entendida la idea de
imagen multiespectral, los elementos que la compo-
nen, lainterrelacidn que hay entre ellos y la estructura
que forman. Muy vasto es el campo que se refiere a la
estructura de una imagen y para atacarlo tendriamos
que entrar de llenc en el terrenc de la psicovision,
ameén de gque mucho de esto se refiere al reconoci-
miento de patrones, lo que esta fuera del alcance de
esta obra. Aun asi sabemos ya que es una imagen

digital multiespectral y podemos proceder ahora a
estudiar qué podemos hacer con ella, es decir como
la podemos transformar para axtraer la informacidn
pertinente a nuestros objetivos. El primer gran grupo
de transformaciones reversibles, incluyendo las uni-
tarias y que por su misma naturaleza permiten recu-
perar, en principio, laimagen original. En las transfor-
maciones reversibles existe siempre el operador in-
verso que permite recobrar la imagen original a partir
de la imagen transformada. Como ya se menciond
anteriormenta, a estas transformaciones se les cono-
ce también como realces generales o realces no-
selectivos puesto que no se realza una clase de
patronas acosta de otra. Esto aun cuando en algunos
cASOS clertos patrones sean mas realrados que
otros. Algunos operadores como los de tipo diferen-
cialtienden a realzar con mayor énfasis ciertos rasgos
de la imagen, pero esto no &s a costa de los otros
rasgos y Manos aun ningln aspecto de laimagen es
suprimido, Por tanto, incluyendo estos casos, esta-
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maos hablando de realces no selectivos ya que no se
esta sagmentando selectivamente la imagen. En un
realce general, al no segmentar la imagen, sino pre-
servar todos los patrones que la componen, realza-
dos en menor © mayor grado, se genera una imagen
demejor calidad para propdsitos especificos. De esta
manera se conserva toda la infermacidn de laimagen
original y por esto se tiene una transformacion rever-
sible. Podemos decir, en otras palabras, que desea-
mos realces globales para hacer una apreciacién
general de la imagen, en una primera etapa de andli

sis y esto implica que los realces sean no-selectivos.
La principal ventaja de que una transformacién sea
reversible s que podemos establecer otra represen-
tacién de laimagen con el objeto de visualizar ciertas
caracteristicas o estructuras de la misma. Una vez
visualizadas estas estructuras, podemos regresar ala
imagen original (si asl convienae) y establecer (tiles
conclusiones. Una segunda ventaja de este tipo de
realces generales es gue son de rapida sjecucion
desde el punto de vista computacional. Ademas tie-
nen pocos o ningln pardmetro de entrada; todo esto
las hace de facil uso y sencilla implantacidn en com-
putadora. Algunos dao los realcas ganerales se aplican
banda por banda y otros alaimagen multiespectralen
su conjunto. Las modificaciones al histograma o la
transformada de Fourier son ejemplos de los prime-
rosy la descomposicidn an componentes principales
o la transformada de Kauth y Thomas son ejemplos
de los segundos. Al realizar transformaciones banda
por banda, tenemos la opcién de variar el valor de los
parametros (si es que existen) involucrados realzan-
do las bandas en diferente grado. Como cada banda
representa diferentes aspectos de los patrones que la
componen, al aplicar el realce en cuestién se enfati-
zan entonces diferentes rasgos de la imagen por
saparado. Entransformaciones aplicadas alaimagen
multiespectral como tal, el realce se realiza a partir de
todas las caracteristicas presentes en cada banda, de
estaforma ciertas clases de cobertura pueden quedar
evidenciadas como tales. Este es el caso da la des-
composicion en componentes principales y de la
transformada de Kauth y Thomas. Para ciertos pro-
blemas los realces banda por banda son adecuados,
paraotros problemas los realces de conjunto son los
mejores. Esto sera discutido con mayor amplitud en
las secciones correspondientes a cada transforma-
cion.

Existen varias formas de ver a una transformacién
reversibie. La primera es que latransformacidn deuna
imagen puede interpretarse como una descomposi-
cibn de ésta en un espectro generalizado bi-dimen-
sional empleando una base de funciones ortonorma-
las. Cada componente espectral en el dominio de la
transformada corresponde a la cantidad de energia
de la funcion espectral dentro de la imagen original.
En este contexto, el concepto de frecuencia puede
ser generalizado para incluir transformacionas de
tuncicnes diferentes a las de Cosenoy Seno. Estetipo
de andlisis espectral generalizado es (til en la inves-
tigacién de sintetizacién de estructuras especificas
para una clase dada de imégenas. Otra forma de
visualizar la transformacién de una imagen, es consi-

derar a la transformacién como una rotacién multidi-
mensional de coordenadas, es decir, coma un cam-
bic de la base que genera el espacio al cual se
encuentra referida la imagen multiespectral. Una ter-
cefa manera de ver esto, es considerar a la transfor-
macion como un medio de sintetizar una imagen con
una funcidn matemdtica bi-dimensional para un
dominio fijo de transformacidn de coordenadas. En
esta interpretacion, el operador de la transformacion
s llamado funcidn base bi-dimensionaly el coseficien-
te de la transformacién, fik,1), « (k,1), es la amplitud
de |las funciones base requeridas parala sintesis dela
imagen. Cabe mencionar aqui que una de las princi-
pales propiedades de una transformacién reversible
B85 fue sa preservan los aspectos topolégicos de la
imagen original. En algunas transformaciones con
mayor grado de simetria (unitarias) se conserva,
ademds de lo anterior, la métrica. Ahora podemos
decir que, en términos generales, el principal objetivo
de un realce es el de presentar a una imagen multies-
pectral en un marco de referenciaméas adecuado para
una aplicacion especifica, lo que quiere decir que sl
tipo de realce esta definido por el problema en cues-
tion. Es asf que una cierta técnica de realce puede ser
adecuada para una radiografia, pero no para una
imagen satelitaria. No existe unateoria general para el
realce de imagenes, pero si puede afirmarse que el
disefio de un realce tiene como propdsito fundamen-
tal el de poner en evidencia uno o varios patrones
espaciales o espectrales. Lo que es subjetivo es la
evaluacion de qué tan bien un cierto realce ha eviden-
ciado un determinado patrén. Para minimizar esta
subjetividad, es necesario predefinir un marco de
fidelidad al cual se refiera la imagen realzada, aun asi
no existen criterios generales paraestablecer marcos
de fidelidad, sino que mas bien éstos estan en funcidn
de una aplicacién especifica y del valor que se le
asigne a la imagen realzada. Ahora podemos decir
quelos realces se dividen en dos grandes categorias:
aguellos que se basan en |a expansién de funcionas
anonormales como la transformada de Fourier, de
Hadamard o de Haar. La ofra categoria es la que se
refiere a la ejecucién, en el espacio de coordenadas,
de la manipulacién directa de los pixels de la imagen,
ya sea a través de ventanas o de los pixels ds la
imagen en su conjunto. Como ejemplo de realces
llevados a cabo en el espacio de coordenadas tene-
mos las elongaciones al histograma y los operadores
diferenciales aproximados por diferencias finitas. En
resumen puede afirmarse que los realces, analoga-
mente a otras transformaciones a la imagen, pusden
gjecutarse en el espacio de coordenadas o en el de
frecuencias generalizadas.

6.2.- Transformaciones en el Espacio de Coor-
denadas

De acuerdo alo visto en el capitulo 5, el proceso de
digitizacion de una escena produce un arreglo de
numeros en forma matricial. Seal { (L. 1 lla matriz que
representa una banda cualquiera de una imagen
digital multiespectral,
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[LL, M) e (M M)

6.1

es decir, que esta imagen tiene N lineas de M pixels
cada una. Recordemos que cada elemento de esta
matriz representa univocamente las caracteristicas
promadio de la radiacién proveniente de los CiVde la
escena, para un cierto intervalo de energia. Una
transformacién general discreta de la matriz{£(1. 111,
esunamatriz [r| de la misma dimensidn y definida
como el producto de tres matrices.

[F] « [PIIE110]

tH.2)

donde las matrices  [¥] v 191 son no-singulares*
y de dimensiones (M,M) y (N,N) respectivamente. La
transformacién de la imagen 1t(i. )] gqueda
determinada una vez que las matrices || v (l]son
definidas. Cémo establecer definiciones apropiadas
para (7] v [l @suntema extenso que pusde ser
estudiado (Arfken, 1970) en la literatura. Cabe ahora
mencionar que el hechodeque (P! + T1] seanno-
singulares hace que la transformacién arriba definida
(8c. 6.2) seainvertible y puede puntualizarse también
que si no existen los inversos respectivosa  [F1 v

17l se pueden estimar sus pseudoinversos (Pralt,
1978). En ofras palabras, aquellas transformaciones
lineales y no-invertibles, implican entre otras cosas
quelasmatrices [F] v U]  sonsingulares, aunque
si bien esto es una condicidn necesaria mas no
suficiente, puesto que (7] v [0] pueden ser
singulares, pero bajo ciertas restricciones es posible
encontrar su pseudoinverso. En forma explicita, la
transformacion discreta del t( 1. ) |se pusde escribir
como sigue

MW
Fik,1) = [

m=l fi=l

Plk,mif({m,n)Qin,L)

(6.3)

parak,1 = 1,2,... M,N respectivamente. Silas matrices
(P14 16 de latransformacién son no-singula-
res, entonces sus inversos estan univocamente

definidos. Sean |F1~' v [0 loginversosdelr| v 1]
respectivamente, entonces multiplicandoai ¥ len (6.2)
por laizquierda por | 71-" y por la derechapor (0]~ ,
58 tiene

[£)-= PRI EGE

que es justamente la transformacian inversa, s decir

i |es la transformacion inversa de ! . Una manera
conveniente de ascribir la forma explicita de la trans-
formacian discreta es la siguiente

Fik.1} = T T

mn

Liman)Fik mi0in,L

Bea)

y a partir de aqui se define lo que se conoce como el
kernel de la transformacion

Altmntk.l) = '"(k.alidn,l
LR

es decir, que [ \*! |es una matriz de dimensién (M,N)
cuyo elemento (m,n) es precisamente 17k .=)0(a. 1)),
El kernel B de la transformacién inversa puede obte-
nerse en forma similar. En una transformacion unita-
ria, los kernels A y B cumplen con un juego de
condiciones de ortonormalidad. Este juego es el
siguiante

} T AT, e timy me TS Tty mz Y Sfny=]yinma=
=

] Blny.ngsmymg VE® fisfaragmg) = 0lng=]1.Nz=12)
My Mz
i ! Aty ngime By I8 0y ngsk kp) = Elmp-hy my=ki)
ny fg
i T Btng.ngim;.m; VB (0 angiky ) = Slmp-hyimp—ks]
np na

(h.7)

donde el simbolo * significa conjugado complejo yla

* se refiere a la delta de Kronecker. En estas con-
diciones esti claro que los kernels A y B deben incluir
el factor de normalizacién correspondiente. De
regreso a las relaciones (6.5) y (6.6) podemos escribir
la transformacién a una imagen como

*Pmm‘smm-‘umu.rummmmmdumﬁdummm:mmmm:a].-mmﬂrmmmm
pseudoinverso sl su delerminanta es diferenie de cero, fales malrices se laman no-singularaes; b).- Lina matriz real, cusdrda T o5 simdirica
i T = 7' doncde T | asfatranspuestade T ; c)- T esoogonalsl T 1 T = | donde | esla mairz identidad, de aqulque

para Lna mainz real cusdrnd gua S6a simatrca iy orogonal

quetieng T -1 = T, dl- Una malrfz compeia cuadrada © a8 Harmiliang sf

C = C,donde C*es el conjugado complejode C ;a)- C esunlfanasl C =t C = | oo aquique para una malrz cuadrmda complala

que sea Hermitians y unifara se Hene ¢ -1 = © .
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gue es finalmente un modelo matemético de transfor-
macion de imagenes, similar al desarrollado en e
capitulo5 (ec. 5.50) pero concebido en forma diferen-
te. En el contexto actual la relacién (6.8) puede verse
de la sigulente manera

Fe AME]

(B0

es decir, que el kernel A es un operador actuando
sobre laimagen de entrada f para producir la imagen
de salida F. Aun cuando |a relacién (6.8) es basica-
mente la misma que la (5.50) el contexto bajo el cual
se aplican es diferente. La relacién (5.50) es general y
se entiende en un contexto amplio, no asl la relacién
(6.8) que normalmente se aplica cuando la transfor-
macion se hace en el espacio de la imagen. La
costumbra ha heehe que al tdimino kernel se refiera
aoperadores que actian en el espacio de coordena-
das. El operador kernel puede ser de respuasta finita,
gobre una ventana, como en el caso de un operador
diferencial aproximado por diferencias finitas, o pue-
de ser de respuesta infinita (Cappellini, 1978) sobre
todo el dominio de la imagen. En algunos casos se
confunde (erréneamente) el kernel con la ventana
misma. La ventana es laregién sobre la cyal se aplica
el kernel, es decir éste es la regla bajo la cual se
combinan los valores de los pixels de la ventana para
substituir a uno de ellos determinado de antemano.
En forma simbélica esto se escribe como

(k.l)

Pg = Klogghe (hadki1) e v

{6,107

donde (k,1) son las coordenadas del pixel predeter-
minado, p, son los pixels de entrada, ps es el pixel o
valor de s&lida, K es el operador kernel y '-.I'F_, es la
ventana de dimensién (m,n), que puede incluir desde
un solo pixel hasta laimagen entera. SiK significa una
operacion de promedio sobre la ventana v, enton-
ces latransformacién no es reversible. Por otro lado
debemos decir que la ventana tiene que ser una
regién conectada simple, en principio de forma arbi-
traria y que contiene un clerto nimero de pixels de la
imagen original. Es posible también concebir hiper-
ventanas definidas sobre la imagen multiespectral.
Estas consideraciones implican que los indices myn
de la relacién (6.8) no necesariamente van hasta la
dimensién (M,N) de la imagen. Veamos ahora que,
cuando hablamos de un kermel pensamos desda el
punto operacional, mientras que cuando nos referi-
mos a la funcidn de respuesta al impulso queremaos
dar una connotacion mas bien fisica a la trangforma-
cidn de unaimagen. La consideracién de unaventana

finita, es decir menor a la dimensién de la imagen,
implica una apraximacién alatransformacién respoc-
tiva, esto le quita en términos estrictos pero reales,
reversibilidad a lamisma. Hay ocasiones en las que el
kernel de la transformacién no es evidents o no tiene
forma explicita. En otras ocasiones se parte de una
forma explicita y debido a clertas aproximaciones
introducidas por conveniancia, llega a perderse la
evidencia del operador en la forma dada por la scua-
cibn (6.8). Es conveniente ahondar en qué se quiere
decii con realces en el espacio de coordenadas o en
el de frecuencias. Un realce en el espacic de la
imagen implica que la transformacién realiza un
mapeo del espacio de coordenadas sobre si mismo,
en todo caso cambia la escala v la distribucidn de
valores de los pixels de la imagen, pero la represen-
tacién de la misma no cambia. En los realces que se
refieren a espacios de frecuencias generalizadas la
representacion de la imagen si cambia. En este caso
la imagen es enviada (homeomorfismo) de un espa-
cio a otro dado que en éste se espera realzar o poner
en evidencia ciertos aspectos que no pueden obser-
varse directamente en el espacio original. Asi, por
sjemplo, la transformada de Fourier de una imagen
puede mostrar ciertas propiedades geométricas dela
misma, tales como aspectos de simetria de su estruc-
tura. La distribucidn de frecuencias de los valores de
los pixels de una imagen constituye un aspecto de su
geometria, que no puede apreciarse an &l dominio de
ésta sino sdlo por medio de la transformada de
Fourier. Otros aspectos geométricos podran visuali-
zarse con diversas transformaciones de frecuencias
generalizadas. Como puede verse, un realce general
se realiza con el objeto de poner en evidencia ciertos
patrones, o clase de patrones, o la morfologia de
éstos, sin detrimento de otros y llevada a cabo esta
operacidn, ya sea en el espacio de coordenadas o an
el de frecuencias generalizadas.

6.3.- Modificaciones al Histograma

Uno de los realces més sencillos que pueden apli-
carse a una imagen es el que se refiere a la modifi-
cacion de su histograma o funcién de densidad. E|
principal efecto da asta lransformacién es el realce de
contraste de la imagen, debido a esto as necesario
revisar primero qué se entiende por constraste en una
imagen digital. En cualquier caso el contraste se
refiera siempre ala relacion de brillantez de un objete
con su entorno, es decir que de clerta manera se
relaciena el valor de un pixel o una clase de pixels con
los vecinos préximos. En una apreciacién cualitativa
por madios visuales, el contraste puede depender de
las condiciones especificas de iluminacién y de facto-
res particulares en la respuesta del sistema opto-
neuronal del ser humano. Al definir factores de con-
traste en imagenes digitales, evitamos esta subjetivi-
dad de |la apreciacién visual, ya que estos factores
resultan en una cantidad numérica que depends de
los valores de los pixels en una vecindad predefinida.
Al realizar una modificacién al histograma se modifi-
can los factores de contraste y si esta modificacion es
en el sentido apropiado, decimos entonces que el
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Fig. 6.1.- Modificacién de los valores de
entrada o de acuerdo a la regla T.

contraste de una imagen digital ha mejorado. Vea-
mos ahora, entonces, con detalle las implicaciones
concretas que tiene la modificacion del histograma y
cuales s0n en consecuencia los criterios para estable-
cer |as transformaciones mas adecuadas. Ya vimos
en el capitulo 5 que el histograma, bajo ciertas condi-
ciones estadisticas, es una buena aproximacion de la
funcidn de densidad (ec. 5.66). Al modificar el histo-
grama, modificamos la funcidn de densidad y cambia
en consecuencia la distribucidn de valores de los
pixels de la imagen y esto implica necesariamente la
variacién de los factores de contraste de la imagen
digital. Veamos entonces la metodologia general
para modificar el histograma de una imagen digital,
paraesto sean o y - los niveles de los pixels de las
imagenes original y realzada respectivamente y su-
pongamos que para cada pixel © en la imagen
original creamos un pixel «+ enlaimagen realzada de
acuerdo a la siguiente regla

a = T{al
to.ll)

un ejemplo de cuya forma esta dado en la figura 6.1.
El efecto de esta transformacién para el ejemplo de la
figura 6.1, es &l de producir una imagen de mayor
contraste en la parte intermedia de los valores de los
pixels y que hace mas oscuros los nivelesbajosy mas
claros los niveles altos, Los niveles que seencuantran
por debajo dal valor m son oscurecidos, mientras que
aguellos que se encuentran por arriba de m son
abrillantados. Este tipo de realce que implica desde
luego una modificacién al histograma, se conoce
como elongacién de contraste o elongacion del his-
tograma. Visto de otra manera este realce, podemos
decir que tanto los niveles bajos (oscuros), como los
altos (claros), son comprimidos en un rango manor
que el original. A medida que esta compresitn se
hace mas acentuada, de tal forma que en el limite esta
transformacién {fig. 6.1) produce unaimagen binaria,

de manera que se produce una segmentacion de la
im:?:n original; es decir que esta clase de segmen-
tacidn es un caso paricular de una elongacién de
contraste,

De las técnicas de realce mas socorridas por su facil
evaluacion computacional y por los resultados visua-
les que proporciona, es el que se refiere a la modifica-
cidn lineal o no-lineal del histograma de valores de
una imagen digital; es decir, el histograma es
slongado lineal o no linealmente. En el caso de una
imagen multiespectral, la elongacitn se realiza banda
por banda y puede ser diferente para cada una da
ellas, aunque podria considerarse una
multielongacién que tendria an conjunto los mismos
resultados que por separado cada banda. El
histograma representa desde el punto de vista
estadistico, una propiedad promedio de la imagen y
como tal proporciona una descripcion global de la
apariencia visual de la imagen. De aqul que la
modificacién adecuada del histograma puede
cambiar dicha apariencia con beneficios de reaice
para un propdsito especifico. Regresemos ahora a
nuestra representacidn matematica de |la
modificacion al histograma o elongacion de contras-
te. Para esto supongamos que el rango permitido de
valores, tanto para la imagen original como para la
realzada, es al mismo

16.12)

esto para todas las bandas de las respectivas image-
nes multiespectrales. En la préctica, vi = 1y vi-2n,
con n = 7 u 8. Se supone, desde luego, que la
transformacién inversa existe y se dencta como sigue

(6.13)

Sila transformacidn es linaal, la funcién T es univa-
luada y monotdnica, si la transformacidn es no-lineal
entonces T es claramente multivaluada. Cabe aclarar
que no sava a considerar cualquier relacién no-lineal,
sino Unicamente las trigonométricas puesto que és-
tas tienen bien definido su inverso, Por otro lade o©
y r son variables aleatorias discretas definidas en el
intervalo v, v; | yaque representan los valores de los
pixels de |a imagen. De esta forma, la distribucion de
valoresde o y r puedesercaracterizada atravas
de las funciones de densidad 7.(%) y p.(0)
respectivamente. Es a partir de estas funciones, como
yase menciond, que se pueden obtener propiedades
de conjunto de la imagen, en este caso concreto se
pueden obtener conclusiones acerca de la
distribucién de valores de los pixels de laimagen. Por
ejemplo, en lafigura 6.2a se muestra el histograma de
una imagen gue no tiene predominancia de ningdn
tono; en tanto que en la figura 6.2b la imagen
cormmespondiente a este histograma tendra pocos
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una densidad tipo Gaussiana.

Fig. 6.2.- En la zquierda se muastra un efemplo de histograma con densidad uniforme y en la derecha

(bl

tonos oscurosy claros, con una predominancia en los
tonos intermedios. En otras palabras, a partir de un
histograma, podemos deducir silaimagen tiene poco
contraste (histograma astrecho), buen contraste (fig,
6.2a), o si la imagen tiene o no predominancia de
cierto conjunto de tonos, Veamos ahora como
podemos relacionar el histograma de la imagen
original con aquel de la imagen realzada a través de
laregla de transformacion T. Para esto consideremos
la fig. 6.3, en donde se aprecia el histograma de la
imagen original y por medioc de la regla de
transformacién T construyamos grificamente el
histograma de |la imagen realzada. Desde luego, lo
importante aqui es la seleccidn dela reglaT paraque
s8 produzca el realce que convenga a una aplicacién
especifica. Para expresar matematicamente lo que se
representa graficamente en la fig. 6.3, consideremos
que el area bajo la curva de los histogramas original
y modificado debe ser la misma por las razones de
conservacidn mostradas en latabla 5.1, de tal forma
que se tiena |a siguiente relacién

paloie = p [2)dr

{6.14)
de tal manera que en el limite, cuando 4 ¢ 4- « 0
, 5@ tiana
pala) = u.lﬂlﬁ%

{6.15)

Ahora bien, recordandoquer; T(o) yqueo=T'(r)
y substituyendo esto en (6.14) se llega finalmente a
una relacion ampliamente conocida en célculo dife-
rencial

Wfg=1y
peta) = gl oy L)

{6y 16)

y que constituye finalmente una expresién analitica
para el histograma de la Irna?en realzada; desde
luego se requiere que exista T-' y esta es una razén
mas por la cual consideramos Unicamente transfor-
maciones reversibles. Es posible que en algunos
casos no sea factible obtener T-' en forma analitica
pero si en forma de tabla; de una u otra manera
tenemos que suponar que existe este inverso, Otra
forma conveniente de escribir la relacion (6.18) es la
siguiente

Pala) ® [poledynl, o 1-try

(6.17)

asta Gtima expresion es una relacidn para transfor-
macién del histograma en general. Veamos ahora
varios casos especificos detransformacién anotando
que el usuario puede faciimente disefar la propia. El
primer caso, el mas sencillo, es aquel que se refiere a
la elongacion lineal del histograma o realce lineal de
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contraste como también le llaman algunos autores.,
En muchas situaciones, debido a la geomatria parti-
cular; fuente/objeto/sensor y a la respuesta particu-
lar del sensor, no se explota todo el rango dinamico
de valores disponibles, es decir los valores de los
pixels no cubren enteramente el intervalo: 0-2"- 1y
esto hace que la imagen no tenga todo el contraste
que podria tener, en estos casos es adecuado em-
plear una elongacidn lineal del histograma, Para este
tipo de elongacién la regla de transformacion es la
siguiente.

(h.L8)

la relacidn inversa es directa

= i = b
g3 T 7 a)] = =
i

de aqui gue sa tanga

[, 20

desde luego, las constantes a y b se evallan a partir
del nuevo rango de (rel. 6.12) valores que se desee
ocupen los pixels de la imagen realzada. Es claro gue
los valores de los pixels de la imagen realzada se
obtienen directamente a partir del nuevo histograma
y de la imagen original.

Otra manera de ver esta elongacion lineal y proba-
blemente mas adecuada para efectos computaciona-
les es la siguiente: supongamos que laimagen origi-
nal ocupael rango devalores |u,«| yQuedeseamos
que la imagen realzada ocupe todo el rangoc permiti-
do[v;.v;] dondeju.«] & |v,.v; lentonces as facil ver
que por medio de una relacion lineal comaola(6.18) se
tiene

llulﬂ i

hiatograma
original

e o —— — i ——

o ovdo o

v

Fig. 8.3.- El histograma original se transforma de scuerdo a la regla T, por las reglas de CORservacian
discutidas las dreas bajo las curvas se conservan.
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Fig. 6.4.- Ejemplos de elongaciones logaritmica y exponencial.

W o= Wy
1= Tlo) -%_—E—L (o = v} e vy, ¥

e, 223

Lo que hace esta simple relacién lineal es elongar
y trasladar la escala de niveles de los pixels para
ocupar el rango [¥i.v¢] |

Cuando se desea realzar el contraste de patrones
OSCUros © claros en una imagen, s conveniente
emplear elongaciones logaritmicas y exponenciales
respectivamente. Estastransformaciones, mostradas
esquemiticamente en la fig. 6.4, se expresan

mateméticamente como sigue
1= blogfao) + ¢
{6.23)
Y
1= beBf g
(6.24)

Los parAmetros a, b y ¢ son empleados general-
mente para ajustar la apariencia visual general de la
imagen realzada. El proceso puede hacerse incluso
interactivo, variando dichos pardmetros y desplegan-
do la imagen resultante hasta conseguir una tonali-
dad adecuada al fin perseguido. Es importante men-
cionar que después de una transformacién logarftmi-
ca o exponencial puede ser necesario un reescala-
miento lineal (ec. 6.22) para ajustar los valores de la
imagen reaizada al rango permitido [v,.v¢] .

Otras elongaciones al histograma que son emplea-
das a menudo son las que siguen. Elongacién pro-
porcicnal a la frecuencia de ocurrencia de los valores
que componen los pixels de la imagen

2= ap (ojbo, Wooybowl

16,25)

Que se emplea para slongar més aquellas regiones
del histograma donde los valores de los pixals ocu-
rren con mas frecuencia. La transformacion de tipo
sinusoidal se emplea dnicaments en mediociclo dala
funcién seno

= aaenlba) + o, b 3 2w

(6,267

y se utiliza para realzar mas los valores extremos de
los pixels de la imagen. La transformacién por medio
de la funcién arco-tangente

t = {alhrctanlbe + t; boa 2w

(6.27)

es aplicada aimagenes para realzarla parte mediade
sus respectivos histogramas. Nétese que en estos
ejemplos no siempre se utiliza explicitamente el histo-
grama de la imagen original, a veces se emplean
directamente los valores de sus pixals; esto segtin
sea mas conveniente para simplificar la transforma-
cion. Las constantes a, b yc, al igual que en los casos
anteriores, son ajustables para una clerta brillantez
deseadade laimagen resultants. Lacalidad del realce
se evalia siempre en términos de una aplicacién
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especifica y se hace por medic de la apreciacién
visual de la imagen, desplegada ésta en un monitor
que generalmente es de alta resolucion. En las trans-
formaciones arriba discutidas, casi siempre sa requie-
re de un reescalamiento lineal.

La medificacidn al histograma no necesariamente
tiene que ser directa, sino que puede ser el resultado
de una operacién o correccion a los valores de los
pixels de la imagen. Existen situaciones en la investi-
gacion experimental en las que el sistema de captura
de imagenes presenta inhomogeneidades espacia-
les @n cuanto a su respuesta a la radiacion incidente,
o bien puede suceder que el haz incidente presente
variaciones de flujo en su distribucidn espacial; vea-
mos algunos ejemplos. En la creacidn de una neutro-
grafia o unaradiografia, el haz de radiacién empleado
generalmente tiene simetria esférica, por lo que sise
toma una imagen sin objeto alguno el resultado serd
una distribucidn que no es pareja, teniendo valores
més altos alrededor del eje del haz y méas bajos a
medida que se incrementa la distancia a éste. En las
imagenes de satélite también existe una inhomoge-
neidad provocada por la atmésfera y la distancia
variable del sensor a los diferentes objetos (fig. 6.16)
de laescena. Sin embargo, en este caso es imposible
obtener una imagen sin objetos para evaluar la inho-
mogeneidad correspondiente. En cmaras fotografi-
casy en vidicones de chmaras de television, se tienen
también respuestas diferentes en diferentes puntos,
debido esto a las aberraciones dpticas propias de
estos sistemnas, En los casos en donde es factible
obtener imégenas con y sin sscana, se pueden
emprender correcciones para ajustar la imagen por
inhomogeneidades del haz, por respuesta variable
del sensor o por una interferencia al sisterna de
captura; 8stas cOMACCionas Irasn comao CONSacuan-
cia una modificacién al histograma de la imagen
original. Aunque si bien en el caso de correcciones
complejas como las atmosféricas las modificaciones
cubren otros aspectos (Lira, Oliver, 1983) de la ima-
gen. Para obtener una imagen que parezca como s
hubiese sido obtenida en condiciones de uniformi-
dad, podemos establecer &l siguiente modelo de
correccion

glx,y) = Lix, y)E(%, )

(6.28)

que es valido en primera aproximacion. En este
modelo, f (x,y) es laimagen ideal que hubiera resulta-
do si las condiciones de respuesta del sisterna sansor
hubiesen sido uniformes, g{x,y) esla imagen resultan-
te an las condiciones reales de operacion del sistema
sansor @, | (xy) representa la no-uniformidad de tal
sistarna. Nos interesa determinari(x,y) parahacer una
estimacion de f (x,y) suponiendo que la calibracién y
en consecuencia la respuesta, no cambia en el tiem-
po de operacién y obtencién de las iméagenes nece-
sarias para la correccién, Para obtener la funcién |
(x.y) se captura unaimagen de una escena que tenga
una tonalidad uniforme bien conocida. Para este
caso, f (x.y) resulta en un campo escalar constante;

lamémosle k. Sea g, (xy) la imagen real de este
campo uniforme, de tal forma que sa tiens antonces

L.y = mix,¥)/k

K

., ¥9)

por lo que si suponemos estabilidad del sistema, o
bien evaluamos | (x,y) a intervalos regulares de tiem-

po, podemos corregir la imagen por medio de la
siguiente relacidn

Elwoy) = gl vyl y) = kgle,v)iggin.ml

(. 30)

demanera que f (x,y) es finalmente una estimacion de
laimagen comregida. Al igual que en casos anteriores,
es posible que sea nacasario hacer un reescalamien-
to de la imagen corregida.

Una modificacién al histograma que proporciona
buenos resultados por su aplicabilidad general es |a
que sa refiere a la normalizacidn del histograma. En
astatransformacion sele asigna un peso igual atodos
los valores de los pixels de la imagen digital; el
resultado es un histograma plano cuyas barrastienen
todas el mismo valor, La imagen respectiva a este
histograma plano tiene en principio una relacién de
contraste igual para todas las tonalidades que la
componen y de esta forma se tiene un realce general
que se puede aplicar auna gran cantidad de clages de
imagenes. Aquellas clases de imdgenes donde no
debe aplicarse esta fransformacion es donde se tie-
nen imagenes muy homogéneas, o bien donde uno
o varios patrones dominan en éstas, resultando con
esto un histograma demasiado polarizado aunc o a
varios niveles de pixels. En estos casos particulares
las imégenes realzadas presentan una tonalidad
tenue y con poco contraste. En casos especificos y
axtramos es mejor disefiar una transformacién ade-
cuada a las necesidades de realce de cada caso.,
Para desarrollar la normalizacién al histograma, con-
sideremos la integral de la funcidn de densidad.

]
i

7= Tiol =

| pplw il

(h.dl]

que es desde luego la funcién de distribucidn (ec.
5.64) y como tal es una funcidn que se incrementa
manaténicamente. Evaluemos ahora la funcién de
densidad, o histograma de la imagen realzada, por
medio de la transformacion dada por la relacidn
{6.31). Para esto empleamos la relacin (6.17), en
donde tenemos por substitucién directa

Pala) = |F“iL1“£‘““| =1

Poled s w T1(n)

(6.32)
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ya que

(h:33)

debido a latransformacion que fijamos por medio de
la integral de la funcién de densidad (ec. 6.31). La
relacién (6.32) nos dice que el histograma de la
imagen realzada tiene un histograma con una densi-
dad uniforme, que en este caso estd normalizada a
uno. La normalizacién al histograma es una transfor-
macién, como quedd demostrado arriba, que no
depende dela reglainversa T-', lo cual es una ventaja
pues implica un ahorro, ya sea que T-' se calculase
analtica © numéricamente. Debido a la estructura de
la transformacidn del histograma dada por la ecua-
cién ( 6.17), era fcil ver que una regla T obtenida a
partir de la integral de la funcién de densidad produ-
cirfa un histograma uniforme. Es interesante hacer
notar esto ya que primero concebimos la normaliza-
cién al histograma como un realce que da buenos
resultados en la mayoria de los casos y luego lo
plasmamos matematicamente, visualizando una
transformacitn que nos diera como derivada do/dr.,
precisamente elinverso del histograma original. Enla
operacion computacional de transformacidn al histo-
grama, es convenienta tener la normalizacidn depen-
diendo explicitamente de los pardmetros que definen
a aquél, es decir: el nimero total N de pixels de la
imagen y el nimero de niveles L que puede tener el
rango dindmico de valores de los pixels, en otras
palabras, L = V, -v, + 1. Entonces en el histograma
normalizado cada una de las barras tendra N/L pi-
x@ls, sl suponemos qua éstas tienen un ancho unifor-
me, de aqui que

(.34
y el ancho de cada barra estara dado por
e = (L= L3I

(6,15

por lo que tenemos que el valor de la funcidén de
densidad relativa al histograma normalizado es

{6.36)

Ahora bien, de la relacion (6.15) y, recordando que
r = T(o), tenemos

{6.37)

por lo que de esta dltima relacién obtenamos final-
menta la regla de transformacién para normalizar el
histograma de la imagen original,

Ll [,

rm Tlo) = == i ke

) i

(6.38)

El hecho de contar con una relacién gue contenga
explicitarente los pardmetros Ly N del histograma,
nos permite evaluar el de salida con los valores reales
que debe tener en la préctica. En otras palabras, (L -
1)/N es un factor de escala que ajusta los niveles del
histograma original para que el de salida tenga la
densidad uniforme requerida: N/L. En casos reales
de imagenes digitales es raro encontrar histogramas
normalizados perfectamente planos; debido a la
naturaleza discreta de |os niveles de cuantizacién de
los pixels veremos siempre pequefnas variaciones
que se acentian si la imagen es pequeda, es decir si
Ny L no son nimeros grandes. La relacidn (6.38) nos
esta dando las nuevas posicionas que van a ocupar
las barras del histograma de la Imagen da salida,

Las barras del histograma original son desplaza-
das a nuevos lugares, dentro del rango dinamico
permitido, en donde dos © méas barras pueden so-
breimponersa. De este manera, reacomodando las
barras originales, se logra gque éstas formen un histo-
grama aproximadamente plano. Entre méas grande
sea la imagen y mas amplio el rango dindmico, més
facil serda que el histograma de salida tenga una
apariencia uniforme. Hay que hacer notar que nunca
sa fracciona unabarra sino que, entodo caso, lasmés
pequeias se agrupan para alcanzar, lo més cercana-
menta posible, la altura promedio del histograma.
Como el nimero de barras es finito y la altura que
pueden tener as discreta, un histograma perfecta-
mente uniforme nunca se logra. Otra manera (fig. 6.5)
de ver la normalizacién del histograma, més adecua-
da para efectos computacionales, es la siguiente: 1.-
sa calcula el valor promedio N /L que deben tener las
barras de salida; 2.- comenzando con las barras de la
izquierda, se agrupan las necesarias hasta alcanzar el
valor mas cercano al promedio; 3.- las barras asi
agrupadas se asignan al primer nivel de cuantizacidn
de la imagen realzada; 4.- sa repite el proceso hasta
agotar las barras del histograma de la imagen origi-
nal. Es claro que en esta normalizacion el nimero de
barras del histograma de salida es menor al nimero
original de barras. En otro algoritmo un poco més
complejo (Pratt, 1978; Rosenfeld y Kak, 1982) es
posible alcanzar un histograma planc o casi plano; la
idea aquies subdividir las barras originales de manera
gue todas alcancen la altura promedio.

En este método no sélo hay agregacién de barras
vecinas sino también fraccionamiento de las mismas
para redistribuir sus pixels a vecinos cercanos. Aquiel
histograma realzado tiene el mismo ndmero de
barras que el original. Este Gitimo método puede
resumirse en la siguiente relacién
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Fig. 6.5.- Diagrama de la normalizacion del
histograma de una imagen con 16 niveles de
gris.

Ky I Ky

Poppslagelpyg
1=1 i=1 =1

donde la imagen original esta cuantizada a K niveles
y el nivel z, tiene pi pixels y en la imagen de salida el
nivel z, tiene q, pixels, de tal forma que

h, &

Con MN el nimero total de pixels y = MN/K. El
ndmero posible de niveles z, de laimagen original, es
igual en principio al de z, de la imagen realzada. En
algunos casos sera necesario elongar el histograma
normalizado para que ocupetodo el rango permitido.
La relacidn (6.39) debe entenderse entonces de la
siguiente manera: si la igualdad de la izquierda se
cumple entonces simplemente las primeras k- 1
barras son asignadas al primer nivel . 1 de laimagen
realzada. Si se tiene la desigualdad, entonces sufi-
cientes pixels de la barra k, son transferidos a las
primeras k_ - 1 barras hasta tener la igualdad, los
pixels sobrantes son retenidos para la siguiente barra
de la imagen realzada. Es necesario hacer notar que
h debe ser suficiente como para que la desigualdad
de la derecha se tenga al mismo tiempo gue la de la
izquierda. Es posible que la relacidn (6.39) se tenga
para dos o mas valores de k, en cuyo caso es
necesario dividir la barra original para asignar dos o
més niveles (barras) de la imagen realzada. En resu-
man, cuando las barras originales son menores a
MHN /K se agregan incluso en fracciones, cuando son
mayores a MN/K se subdividen también en frac-
ciones si esto es necesario,

Hasta ahora las modificaciones al histograma se
han planteado como preconcebidas, es decir, se
supone a-priori, el tipo de transformacion T que de-
seamos aplicar al histograma criginal. Esto, si bien es
conveniente en casos especificos, rigidiza un pocola
tarea de modificar el histograma; es adecuado por
tanto desarrollar una expresidn que permita la inclu-
sién de cualquiera transformacion, desde luego
dentro de las limitacionas planteadas hasta ahora. A
esta modificacién de tipo general se la conoce como
especificacién del histograma y dados |os avances
tecnoldgicos puede llevarse a cabo en forma interac-
tiva por medio de un cursor y una pantalla de desplie-
gue. Es la generalidad de la transformacién la que
precisamente permite la especificacion interactiva, ya
que la forma del histograma deseado es delineada
por el cursor en la pantalla, de tal forma que el
“hardware” del sistama de procesamiento de image-
nes captura los valores que se refieren al histograma
aspecificado, estos valores son entonces alimenta-
dos al “software” respectivo el que evalla latransfor-
macién T necesaria. El resultado de la especificacion
se despliega en la pantalla y se analiza visualmente,
de ser necesario puede repetirse el proceso de espe-
cificacidn. Para expresar matematicamente la especi-
ficacidn del histograma, suponemos que el histogra-
ma original y especificado se pueden rapresentar a
través de las funciones de densidad po (o) v Pr(r)
respectivamente. De agui que a partir de estas funcio-
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nes podriamos producir sendos histogramas norma-
lizados, uno a partir del histograma original

« Tlo) = | p.{widw
| »
L]

(6.41)

y el otro a partir del histograma especificado

o= Glg)l = Pl wldw

a

(h.62)

Claramente, las funciones de densidad pu (u)y p
pelul son idénticas pues representan ambos
histegramas nermalizades a densidad uniforms, ya
que el resultado de (6.44) y (6.42) es independiante
del integrando. Desde luego, la relacin inversa « =&
i=*(udarfa los niveles buscados, aunque esto no es
posible puasto que laimagen buscada no se conoce.
Sin embargo recordemaos que »y(u) = piu)  detal
forma que en lugar de emplear los niveles uniformes
: empleamos los u, por lo que la relacién r=G-" (u)
proporcionard los niveles correspondientes a |a
funcién de densidad especificada. Es claro que es
necesario suponer que G-' existe y puede ser
obtenida sin mayor dificultad. El procedimiento de
especificacion del histograma puede resumirse
como sigue: a). normalizar el histograma de la
imagen original de acuerdo a lo arriba explicado; b)
especificar la funcion de densidad (histograma)
deseada y obtener la funcién de transformacién G(r);
c). obtener la transformacién invarsa y aplicar asta
funcidn a los niveles obtenidos en el paso {a{l. de tal
manera de evaluar los niveles de salida r=G-' (u), de
esta forma la imagen de salida estard caracterizada
por la funcitn de densidad Pr(r). En realidad el
procedimiento de especificacién del histograma
puede resumirse en una sola relacién materndtica, ya
que a partir de |a relacién inversa G-' se tiena

= G u)

(6.&3)

pero los niveles u se obtienen por medio de la
transformacion T, por lo que combinando este hecho
con la relacidn (6.43), se tiena finalmente

t'w G Tla)]
(6.44)

Podemes decir que édsta es |a exprasidn para la
transformacién general del histograma a partir de los
niveles originales. De aqul es claro gue la normaliza-
cién del histograma es un caso particular de la expre-
si6n (6.44) cuando latransformacion inversa G-' esla
identidad G7'[T(c)] = Tio). Al final de cuentas no se

requiere normalizar explictamente el histograma
original, sino més bien evaluar la transformacién T
que es el histograma acumulativo (funcidn de
distribucién) y la funcién G-' que es el inverso dal
histograma acumulative de la especificacién
respectiva. Lo que sl es indispensable es poder
obtener G-' ya sea analiticamente o en forma databla,
Es necesario puntualizar que si bien la formulacién
que e ha hecho para las meodificaciones al
histograma ha sido para variables continuas, la
versidn digital es muy facil de abtanar, Por razones da
tipo conceptual es, en ciertas ocasiones, conveniante
obtener la versidn continua primero para después
pasar a la digital.

Una de las aplicaciones més importantes de la
espacificacion del histograma es la que se refiere ala
composicion de imagenes para formar un mosaico.
Alunir dos imagenes para cubrir unaclerta escena, es
posible que aparezca una frontera entre ellas debido
a diferencias de tonalidad y contraste que pueden
provenir del hecho de haber sido obtenidas bajo
condiciones diferentee de irradiacion. En ol caso de
radiografias eltiempo de exposicidn pudo haber sido
diferente, o en el caso de imégenss de satélite que
hayan sido tomadas en dos épocas del afio, las
condiciones deiluminacidn no serdnlasmismas, Con
el objeto de reducir las diferencias de tonalidad y
avitar la formacién de una frontera entre las imagenes
consideradas para el mosaico, es posible modificaral
histograma de una de ellas para que se aproxime al
de la otra. Es decir, el histograma de una de las
imagenes se toma como modelo de especificacién y
a partir de aqui se sigue al método descrito anterior-
mente. Otra manera de proceder es definir un tercer
histograma, arbitrario pero conveniente, tomarlo con
el especificado y aproximar el histograma de cada
una de las imagenes a este tercer modelo. Este
método resultatan efectivo que en muchas ccasiones
préacticamente desaparece la frontera entre las image-
nes del mosaico. En este caso de mosaicos, la espe-
cificacion del histograma recibe el nombre de regis-
tracién de histogramas, En imégenes de satélite,
puede suceder que hayan variado |as condiciones de
iluminacién y las atmosféricas de dos imégenes
contiguas que se deseen unir para formar un mo-
saico. En esta situacidn la correlacién de sus respec-
tivos histogramas no es suficiente para eliminar la
frontera que se forma en la unidn; es necesario
proceder a una normalizacién por efectos atmosféri-
cos, lo que requiere de un modelo de interaccién
atmésfera-radiacion.

6.4.- Operadores Diferenciales

Las modificaciones al histograma planteadas en la
seccidn anterior son parte del tema relacionado a
realces globales de una imagen, el resultado es una
variacidn al contraste de la misma pues, de una
manera u otra, se modifica la distribucién de valores
de los pixels que la forman.

Otra manera de incrementar e contraste en una
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imagen es a través de un operador diferencial bi-
dimensional. La razdn de esto puede verse al consi-
derar la frecuencia de varlacion de los valores de los
pixels amedida que nos desplazamos espacialmante
sobre la imagen digital correspondiente. Si al despla-
zarnos una cierta distancia, encontramos una rapida
variaciéin, asociamos entonces una frecuencia espa-
cial alta, de lo contrario la frecuencia que asociamos
es baja. En forma visual esto se traduce en que
frecuencias altas estardn asociadas con zonas de la
imagen donde la tonalidad de la misma cambia rapi-
damente y las frecuencias bajas corresponderan a
zonas relativamente homogéneas donde latonalidad
es casi pareja. Una imagen con frecuencia espacial
cero serd aguella compuesta por un sélo tono de
color o gris. Podemos plantear ahora, an el contexto
de series de Fourier, que una determinada frecuencia
espacial estard determinada matemdticamente por
una funcién periédica como Sen(nx) o Cos(nx), En-
tonces dado que la derivada de Sen(nx) es nCos(nx),
vemos que entre mas alta sea la frecuencia espacial
{n més grande) mayor sera la amplitud de su deriva-
da. En formainversa la integral de Cos{nx) es Sen{nx)
/n por lo que su amplitud sera menor para frecuen-
cias altas. En otras palabras, la derivada de una
imagen digital genera un realce de las frecuencias
aspaciales contenidas en la misma, mayor el realce
antra méas alta sea la frecuencia. La integral de una
imagen, por otro lado, debilita el contraste al atenuar
la amplitud de las variaciones espaciales; mayor la
atenuacién entre més rdpida sea esta variacion. Un
cambio brusco de tonalidad como el que representa
el borde de una clase espectral, un lineamiento o la
frontera de un patrén espacial, estaran caracterizados
por frecuencias altas. De aqui que un operador dife-
rencial resaltar4 en generallaimagen pero lo haracon
mayor énfasis con los bordes y las lineas de lamisma.
Podemos decir que el operador diferencial es de
realce general, pero con una cierta tendencia bien
definida. Hay que hacer notar que el ruido esta carac-
terizado por frecuencias altas, por lo que si se aplica
un operador diferencial a una imagen con alto conte-
nido de ruido el resultado ser de pobre calidad. A
veces es necesario filtrar |a imagen antes de aplicarie
la operacién de derivacion.

Debido al énfasis con que son realzados los
bordes y lineas, a este tipo de operacién se le conoce
comao realce de bordes o detector de bordes, aunque
si bien la derivada es estrictamente hablando un
realce general,

En algunas ocasiones, la derivada seguida de una
segmentacién adecuada, permite retener Gnicamen-
te aquelios valores que corresponden a los bordes y
lineas previamenta realzados, conlo que, finalmente,
se constituye un filtro pasa altas, En cuanto a la
operacién misma de derivacién, sdlo considerare-
mos las primeras dos derivadas ya que son las que
tienen una interpretacién directa y sencilla, ademas
de que derivadas de orden mayor practicamente
convierten a la imagen &n puro ruido.

Las primeras dos derivadas asociadas a una ima-
gen g s conocen como el Gradiente y el Laplaciano
y son un vector y un escalar respectivamente; su
forma es como sigus, para el Gradiente

(h.45)

donde i y i son dos vectores unitarios en las
direcciones x, y respectivamente y, para el Lapla-
ciano

(. G

Las propiedades de estos dos operadores son
ampliamente conocidas en calculo diferencial e inte-
gral. Existen varias maneras de evaluar estas deriva-
das: por diferencias finitas, aproximando una super-
ficie a los valores de los pixels de una ventana y
obteniendo analiticamente la derivada de esta super-
ficia y, a través de la transformada de Fourier, ya que

T Il XLy

I_—I =2mi

w Gl 4 )
1% X S |

:|iﬁ_'-.*_ll.|_| w dmho Gl aa b
ay L] Ll |

(6,47

donde | es el nimero complejo (0,1) y G es la
transformadada Fourier de laimagen de entrada. Las
expresiones (6.47) pueden generalizarse para la
derivada n-ésima

ELLET '
IRl o (2miun I Gluy iy )

L

donde xj es cualquiera de las coordenadas x o y.
Demostraremos las relaciones (6.47) empleando
propiedades basicas del calculo diferencial e integral

_:;2.'.'.%-1:'4 ! ! exp( -2 Ly ddy[ 1im

Gx=}
-

-

i
E“::.E?'E'M expl=29lu,x jdx -
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debido a |a propiedad de Shifting
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de donde se obtiene

prdflx, ¥}

i = lim

- ;llxﬁrvn
L+

| = i
Tt pl 2Tl B VG ik by )

¥ yaquee* 1 + x, tenemos finalmenta

fogia, V]

Vo = L
T e Gy w i
% ety ol

La respectiva derivada con respecto a y se obtiene
enformasimilar alo arriba descrito parala derivadaen
x. La generalizacién de esto a la relacidn (6.48) es
evidente. Con estas relaciones es directo escribir las
expresiones de las transformadas de Fourier del
Gradiente y del Laplaciano; para el primerc se tiene

' i

Fifatx. v)) o Pobifu, o Ju 3Gl

(h.a9)

y para el Laplaciano

(6.50)

De las tres maneras mencionadas para evaluar
estos operadores, probablemente la mas utilizada
saa lade diferencias finitas, de la cual veremos varios
enfoques mas adelante, Como ya se menciond arri-
ba, los operadores diferenciales realzan con prefe-
rencia los bordes y las lineas de una imagen, los que
pueden ocurrir desde luego en todas direcciones, de
aqui que sea interesante discutir tanto las propieda-
des de invarianza frente a rotaciones como las de
realce direccional del Gradiente y del Laplaciano.
Como es bien sabido dal cilculo diferencial, todo
operador diferencial parcial: 30/ ax%a, 0K 85 un
operador linealy cualquiera combinacién de éstos es
también un operador lineal, comao los son claramente
el Gradiente y el Laplaciano. La primera y la segunda
derivadas representan una medida de la pendiente y
de la raz6n de cambio de ésta respectivamente, de
aqui que podamos considerar a estos operadores
como locales y por tanto invariantes frente a
translaclones. Ademés de estos aspectos generales
sabemos que el Gradiente y el Laplaciano enfatizan
las lineas v los bordes los que pueden ocurrir en
cualquieradireccidn enlaimagen digital; es deinterés
por tante el determinar las combinaciones de
derivacién parcial que generan operadores
diferenciales invariantes frente a rotaciones. Esto no
obsta para que en casos especificos sea necesario
realzar bordes o lineas en direcciones pre-
astablecidas.

Para construir operadores diferenciales isotrépi-
cos, consideremos las ecuaciones que definen la
rotacién de un sistema de coordenadas.

+ " Cosd

xow x'Cusd - v'Send, v = x"Sepd

[6.51)

donde (x,y) y x',y') representan los sistemas original y
retado respectivamente. Para visualizar las propieda-
des de invarianza de los operadores diferenciales,
tomemos las primeras derivadas parciales de una
imagen g(x,y) con respecto al sistema rotado (', y').
De aqui que empleando la regla de la cadena dal
célculo diferencial, se tisne

-Il-h - 8 4z * 3:H‘l"".- - ﬂ;‘ Cosfl 4 :i Send

[ dx dx' day ax ]

(6.52)

- 2B ganfiy —3-5 Cosf

dy oy’ X

(6.33)

por lo que claramente se ve qua las primeras deriva.
das parciales de g no son invariantes frenta a rota-
ciones, Pero debido a la presencia de las funciones
Sen0y Cos0en (6.52) y (6.53) es facil ver que lasuma
de los cuadrados de las derivadas parciales de g si
tienen propiedades de invarianza,

8,y 200 (2% (88y*
ax iy’ ax ay

(6,54

Ahora bien, esta suma de cuadrados es precisa-
mente igual a la magnitud del Gradiente de g. Enton-
ceslacantidad |%:]  representa unaimagen isotrd-
picamente realzada danda los bordas ylas lineas han
sido puestos en evidencia con mayor énfasis.
Veamos ahora que sucede con las derivadas de
segundo orden; empleando la misma regla de la
cadena, se tiene que

[6.55)
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{h.56)

Alsumar miembro a miembro las ecuacionas (6.55)
y (6.56) se obtiene |a siguiente relacién de invarianza

9 15 m ] &=
o PR - S S
' :

&y T TR
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lo que quiere decir que el valor del Laplaciano es el
mismo en el sistema original que en al rotado. Aun
cuando no lo demostraremos formalmente, ya que
asta fuera del contexto de esta obra podemos, con
base en las relaciones (6.54) y (6.57), hacer las si-
guientes inferencias: 1).- un operador diferencial li-
neal isctrépico puede involucrar solamente derivadas
de orden par y, 2).- en un operador diferencial, isotrd-
pico y arbitrario, las derivadas de orden no sdlo
pueden ocurrir elevadas a potencias pares. En la
préctica y debido a su facil interpretacién geométrica,
unicamente se emplean las derivadas de primer y
segundo orden, combinadas en el Gradiente y el
Laplaciano. Como ya se habia mencionado arriba, se
pueden disefar operadores diferenciales que realcen
nada més en direcciones preferenciales, este tipo de
operadores serin portanto no-isotrépicos. En el caso
del Gradiente, al calcular su magnitud y siendo un
vector, estamos evaluando implicitamente la direc-
cibn de méaximo cambio; esto es facil de visualizar si
derivamos a #g/éx conrespectoa & a partr
de la scuacién({6.51) & igualamos a cero.

3g I8 =
= Sent # == Cogfl = 0
N dy

de aqul es facil despejar para ccon lo que se obtiene
el angulo que forman la direccién de méximo cambio
con el eje x

iy = Tan~* (5728,
oy ox

(4, 54)

De esta ditima relacion se pueden obtener Cost,
senfi,  para substituir su valor en la ecuacién (6.51),
de tal forma que de relaciones trigonométricas
simples se tien(6.60)

. 4o 4 y
Copfl, = —I“.-{[—PH'

(6. 607

(B.61)

por lo que finalmente se obtiene

TR = T S
28 Cosd, + 28 Send_ = (2R} T 4 (2T
1 dy Ax a

(6,621

y que desde luego es la magnitud del Gradiente de g.
La isotropia de |Vg/ se puede interpretar de la
siguiente manera: toda vez que se presente un borde
ounalinea, estaremos calculando su maximo cambio
indepandienterneante de la direccidn que tengan. Por
otro lado el Laplaciano es un escalar y slempre pro-
porcionara el maximo cambio también.

Después de haber discutido las propiedades de
invarianzade (sl yde vy ydehaberplantea-
do su evaluacion respectiva por medio de las
relaciones (6.48) y (6.50) veamos ahora las
aproximaciones gue existen para dichos operadores
ampleando el método de diferencias finitas. Una de
las primeras aproximaciones que se emplearon es la
substraccion del valor de un pixel dado con respacto
a sus vecinos praximos en las direcciones x, vy, para

esto se definen los siguientes operadores
intermedios
Bagliid) = gll§) = gli=11 1)
(B.63)
Y
AyRLL.)) = gilod) = glid-1]

(G.64)

a partir de aqui la magnitud del Gradiente de g puede
rdpidamente obtenerse

4 o b SR T
|9g] = r""!'I,:K' + (Al

(6.65)
Las diferencias arriba introducidas pueden ser uti-
lizadas para estimar el cambio en una cierta direccidn

Apgii 3] = Aegli, ))Cosd + B&opll. | 15enfi

(6,66 )

Esimportante hacer notar que estas diferencias no
proporcionan en realidad el valor de Vsl en
el pixel cuya posicién es (i)) sino més bien en la
posicién (i-1 /2 j-1,/2), porlo que un pequeno eror se
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introduce agul. Otras aproximacionas centradas en
(i+1/2,j41/2), cen(i+1/2,1/2), pueden emplearse
también. Las diferencias de segundo orden sa
obtienen faciimente con la aplicacién secuencial de

los operadores o, v &, definidos en (6.63) y (6.64),
de tal forma que se tiene
SROL I = A alisl, 1) = Begli,]) =
gii*l, 1) +gli=-1,§) = Igli, 1)

[b.67)

y en forma similar para la segunda derivada en la
direccion y
+ gli,3=1)

.'.;\:'..: = §{ {,4%l ) “pll.g)

[ b}
A partir de estas dos Gltimas relaciones se obtiene
una expresion aproximada para el Laplaciano de g

feiil gl -"-;;5-”15-' + .‘.:llg‘l:l_,'“ "

groied, 1) w ali=1.40 + gl J+l) + gll, j=1) hagld, 1)

6,69

Las expresiones aproximadas para el Gradiente y
el Laplaciano de g, estdn basadas en diferencias
finitas simples e introducen, desde luego, un armor en
al valor real de estos operadores, Estas aproxima-
ciones presentan varios problemas en el tratamiento
practico de imagenes digitales. En primer lugar las
diferencias fintas son muy sensibles al ruido, el cual
estd caracterizado generalmente por frecuencias al-
tas; debido a esto, las imagenes con regular conteni-
do de ruido seran de hecho degradadas si se les
aplican los operadores mencionados. En segundo
lugar, los operadores diferenciales asi aproximados,
no son estrictamente isoirdpicos, sino que lineas
diagonales, puntos, esquinas y cambios abruptos de
direccidn de un borde son mas realzados qus 8l rasto
de los bordes y lineas que ocurren en una imagen
digital. En tercer lugar y muy relacionado con lo
anterior, las aproximaciones digitales introducidas no
congtituyen tampoco operadores reversibles, en
sentido estricto desde luego.

Otra aproximacion al Gradiente y al Laplaciano,
que adolece de las tres limitaciones que se acaban de
mencionar, aungue en menor grado, es la que se
obtiene al ajustar una superficie a los valores de los
pixels de una clerta vecindad, A partir de la expresién
analitica para dicha superficie, seevalla |7s| y "¢
para la posicidn de un pixel predeterminado. De
hecho, para obtener un resultado razonable, es
necesario ajustar un polinomio p{x,y) degradomalos
valores de los pixels en una vecindad (ventana) den
xn,conm =2yn = 3 porlo menocs, aunquem = 1
yr = 2también se emplean para estimar & Gradiente.
Entedocaso el nlimero de coeficientes del palinomio

debe ser menor an? . De esta forma podemos decir
que el Gradiente ¢ el Laplaciano de dicha superficie
e |a estimacién de los mismos en el centro de la
ventana. Debe precisarse que si bien al aumentar el
grado del polinomio y al emplear una ventana mayor
es factible obtener mejores resultados, el cilculo de
los coeficientes dal polinomio involucrado se hace
méas complejo y elaborado, De esta manera y em-
pleando técnicas bien conocidas del célculo diferen-
cial, es facil ver que el mejor ajuste del planc z = ax +
by +c, proporciona los sigulentes operadores dife-
renciales, para una ventana 2 x 2

4 |

:I:Iq-f:+l.|' + gl J4l) - gl 1) = gl J+l)]

(h.70])

h:.’.".:-.l,-r

I—:Iﬂ-'-.';ﬂi pliel, Jel) = gl ) = glisl, 3]

(B.71%

a partir de los cuales se puede obtener lamagnitud del
Gradiente, ya que

1%l ity 4 (Agy)

{6.72)

El Laplaciano de g no pusda obtenerse por medio
del ajuste de un plano puesto que las segundas
derivadas darian un resultado nulo. Si se ajusta una
suparficie con un polinomio de segundo orden: z =
ax® +by? + ex + dy + 8, conunaventanade 3x 3, el
desarrollo algebraico es considerable, pero finalmen-
te es posible demostrar que el Gradiente tiene com-
ponentes proporcionales a los siguientes valores

Ay v [ati=104L) + gli-1,1) + gld-1,)-1}] -

[gla+l, j+l) + gidel j) + gid+k, 1=1})

(673}

Bgp % [gli=1. 1) + g(i,J+1) + gilsl, J+1)]

fala=0, =1 & gla,0=1) + glisl,5=-13]

(& 74
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Con el polinomio de segundo orden arriba anotado
si es posible escribir una expresién para el Laplacia-
no, por lo gue después de algunas manipulaciones
algebraicas se puede demostrar lo siguiente

SR I S T T PR B TR R S B B

Bl d)

Las componentes dadas por las expresiones (6.73)
y (6.74) forman lo que se conoce como el Gradiente
de Prewitt, De las Gtimas relaciones para |"s| y

‘s  podemos apreciar, que al considerar una
ventana de 3 x 3 cuyo centro es el pixel con
coordenadas (i), entonces las componentes del
Gradiente son proporcionales alas diferencias de los
pixels que se encuantran en los renglones y columnas
extremos de la ventana, También vemos que en
forma similar a la expresién (6.68), el Laplaciano es
proporcional a la suma de los pixels vecinos al del
centro menos un multiplo de éste, Es conveniente
agregar también que en |a practica no es necesario ni
adecuado tal vez, el considerar polinomios de orden
mayor y ventanas mas grandes, ya que podrian
introducirse inestabilidades en el valor del ajuste al
polinomic gue incrementarfan el ruido de la imagen,

Existen otras aproximaciones para operadores
diferenciales de primero y segundo orden que son
derivadas a partir de consideraciones mas bien intui-
tivas y de emplear ctras métricas diferentes a las
Euclidianas. Aligual que en los desarrolios anteriores
consideramos una ventana de 3 x 3 cuyo pixel central
5 &l que tiene coordenadas (i,j). Una alternativa alos
operadores introducidos en las relaciones (6.63) y
(6.64) es la que se conoce como el Gradiente de
Roberts, en éste, en lugar de medir diferencias a lo
largo de las direcciones x, y, se miden alo largo de las
diagonales, por lo que se tiene la siguiente aproxima-
cion

1Pghes Llalbad) = atisl, J+L0] +

[gldf+l) = |l'.|:l.l']__|:ll|l .

(B, ThY

Otras relaciones que no son precisamente aproxi-
maciones a la magnitud Euclidiana del Gradiente,
pero que tienen una estructura similar, ya que repre-
sentan una medida del cambio radiométrico en una
imagen digital, son las que sigueny alas cuales se les
denomina pseudogradiente

© bian

FaX :'-'=.! a3 ;|-!- 1. 104, ald, I i

H |

De estos tres ultimos, el que mejor parece respon-
der a la deteccién de bordes y lineas es el dado por la
expresion (6.77). Cabe mencionar que estas dos
ditimas relaciones no son del todo invariantes frente a
rotaciones. Es importante puntualizar que lo que es
lineal isotrépico es el operador diferencial gue se
forma de acuerdo a las dos reglas arriba planteadas
en relacién a las expresiones (6.55) y (6.58), esto
desde luego no demerita el valor que como detecto-
res de bordes tienen las aproximaciones aqul discu-
tidas. El operador de Roberts lo escriben algunos
autores como una relacion de valores absolutos de
diferencias cruzadas

Yalp: = mand (@01, 50 = g+l j+l)

Como ya se habia mencicnado, los operadores
diferenciales resaltan también el ruido, sobre todo si
éste es de alta frecuencia, de tal forma que si larazon
senal/ruido no es adecuada entonces la imagen
transformada puede resultar finaimente degradada,
De agui que sea conveniente en ciertos casos aplicar
operadores formados mas bien por diferencias de
promedios; de entre éstos el mas conocido es proba-
blemente el de Sobel

gl j#l Y 2ali=1, 1) Ewll=1,j=01}]

lafdedyield + 2pi kel ) #giiel, =11}

Sinembargo, este tipo de operadores diferenciales
como el de Sobel producen un ensanchamiento de
los bordes realzados lo que para algunas aplicacio-
nes como el seguimiento de lineas resulta inadecua-
do. Par otro lado, debido a los promedios introduci-
dos, se realiza una operacidn de filtraje, que suaviza
&l ruido pero que hace en principio irreversible la
operacion de diferenciacion. Existen otros operado-
res para detectar bordes y lineas pero no son de
naturaleza diferencial, aungque al igual que éstos
pueden ser establecidos como una operacion de
convolucién entre una ventana con factores de peso
y la imagen de entrada. También hay variantes de
estos detectores en donde se introducen relaciones
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ne-lineales; este tipo de operadores seran revisados
en el capitulo sobre filtrajes.

6.5.- Transformada de Fourler

Uno de los exponentes més importantes de las
transformaciones que pueden hacerse a una imagen
es la de Fourier; sus propiedades y aplicaciones han
resultado muy interesantes en el estudic de estructu-
ras bi-dimensionales y en el desarrollo de filtrajes
digitales. Otras propiedades importantes serén tam-
bien revisadas en esta seccién, proporcionando una
vision general de esta transformacién, ya que proba-
blemente se le ha dado un énfasis demasiado grande
al diseno de filtros por medio del espectro de fracuen-
clag que genera |a transformada de Fourier,

Latransformada de Fourier es una transformacién
lineal, invertible y con kernel separable, por lo que
puede ser utilizada larelacién (6.6) paraintroducir una
definicién adecuada. De esta lorma el kernel de la
transformacién de ida es el siguiente

Afhy Azl B8] = -'21.....!,|_;--. "'_l._'._';._' L LT

(fadl )

para unaimagen cuadrada de dimensién N. El kernal
de la transtormacién de regreso es simplements el
conjugado complejo de A. Es facil comprobar quelos
kernels de ida y de regreso de la transformada de
Fourier satisfacen las relaciones (6.7). Lo de arriba
quiere decir justamente que la transformada de
Fourier discreta es la transformacién 2

Flay,z33 = F 3 1|n|.1||..l£r::'?_-"
fng

{h, 4213

sobre los circulos unitarios paralos cuales es vélidolo
siguiente

2) = gluy o exnl 2n ik /¥

} Lre N il
£p = al¥ = anpfangl. Sy

0B

y son precisamente las propiedades de simetria de
estas r-raices de la unidad las que hacen posible la
elaboracion de algoritmos computacionales de muy
rapida ejecucién. Si nos referimos a la relacién (6.2),
vemaos que para la transformada de Fourier, las matri-
ces [ ¥ (4] sontales qua

[P] = [#hy ¥ [Q) = (0]

{6,88)

donde en general los elementos (m,n) de la matriz
estan dados por

%nxpl—znjrmn-'.‘l'l. con m.no= L1, 2. ... N

b B3

para una imagen cuadrada, La transformada de re-
greso estd definida por las matrices inversas |41,

PR cuyos elementos (k,1) en general
s0OnN

wkpl-27 (k17N com ki) w 120 o N

(.86

y nétese que el factor de normalizacién 1/N se ha
puesto en latransformacion deida. Con esta formade
ver las cosas es claro que

PR pat
b

: i,ﬁ_l eIzl = 1)

7 b

{6.87)

donde |1]  eslamatrzidentidad, ya que las ex-
ponenciales involucradas cumplen con la siguiente
propiedad

N pora k = n
cxpl =31 jhm!N]expl 20 jmn /K] =
0 para kK = n

(b, 884

La forma discreta de las exponenciales en la defini-
cion de los kernels A y B implica que estas funciones
son periddicas

oxpl 37 jkn/N] = expl2nfkintl) /%] = axpl2ointken) o]

(.80

ya que esta funcidn exponencial puede ser escrita
comao una combinacidn compleja de funciones Seno
y Coseno las que cumplen con propledades de perio-
dicidad. Esto quiere decir que la secuencia o imagen
de entrada, (f(n..n,1l ylasecuencia o imagen de
salida, (7(k,.x,))  son secuencias periddicas, ya
que la transformada discreta de Fourier (TDF) se
define como
NN
Fiky ky) = {- Foflnyong dexpl=2nikyng +kng)d/N]
LR EF

(.90
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para una imagen cuadrada. Es decir la TDF de una
imagen es esencialmente una representacion an
series de Fourier de un campe escalar bi-dimensic-
nal; para que esto sea valido, el campo debe ser
periodico.

La TDF bi-dimensional posee una serie de propie-
dades de simetria muy interesantes para el analisis de
imagenes, las consideraremos sin demostracion
matematica ya que existen tratados especializados
para esto. Las propiedades de uso probablemente
méas extendido son las siguientes

Estructura de una Imagen

Debido a que la TDF de una imagen es finalmeante
una representacion en series de Fourier de la misma,
s facil entender que esta transformada proporciona
ladistribucién de frecuencias delas vanaciones delos
valores de los pixels que componen la imagen. En
ofras palabras la TDF es una descomposicién del
campo bi-dimensional en un espacio de frecuencias
empleando como funciones base al Seno y al Cose-
no. Las frecuencias a las que nos referimos son
entonces la rapidez a la que cambian los valores de
los pixels en ambas direcciones del espacio de fre-
cuencias; de agui que la TOF permita la evaluacion
del espectro de frecuencias espaciales de una ima-
gen. Este espectro de frecuencias o distribucion de
variaciones de los valores delaimagen, en realidad es
una medida de su complejidad. La TDF es por tanto
un indicador de la estructura de una imagen en &l
sentido expuesto en la parte introductoria de este
trabajo.

De esta manera la distribucion de frecuencias
puede ser empleada para dilucidar ciertas propieda-
des geométricas de una imagen; por ejemplo, las
lineas de drenaje obtenidas a partir de unaimagen de
satélite, tendran un espectro de frecuencias caracte-
ristico de la clase a la que pertenecen. En otras
palabras dos patrones de drenaje mostraran espac-
tros similares si pertenecen a la misma clase de
drenajes, aun cuando sean aparentemente diferentes
porvariaciones en su orientacién y extension. De agul
que la TDF ponga de manifiesto o realce, ciertas
propiedades geométricas de periodicidad de los va-
lores de una imagen que no estan evidentes en el
aspacio original de coordenadas. En resumen, ima-
genes con propiedades globales de perodicidad
similares, tendran espectros de frecuencias pareci-
dos. Ademas de esto, los espectros de frecuencias
son mas faciles de comparar entre sl, que tratar de
visualizar similitudes geométricas en las imagenes
originales. La TDF es por tanto una representacion de
laimagen digital en un espacio donde se encuentran
realzadas caracteristicas espaciales de la misma; por
asto, la TOF puede pensarse como un realce global al
campo bi-dimensional de entrada.

Teorema de Shifting
Silasacusncia (Xik, b db. ky ks = 1, 20 oo N, 88

la TDF de la secuencia (xin; a1, nyany = 1020 000 8
N, antonces la secuancia (x(n,-= .n,-m))

tiene la siguiente TDF

expl =20 jikymy & kgmy 3N ] Xk ks )

o que quiere decir que un cambio de posicidn en el
espacio de coordenadas implica un cambic de fase
en el espacio de frecuencias y viceversa un
cofrimiento en frecuencia trae un cambio de fase en
el deminio de la imagen, entonces la secuencia
[%iky=ko.ka-k0 )l cOrresponde a la TDF de

gxplan{ikony + Kong)

W .|'_r..|:|_.

donde k, es un desplazamiento arbitrario en
frecuencia.

Tecrema de Convolucién Circular

A este teorema se lellama circular por la propiedad
de periodicidad arriba expuesta y para diferenciario
del tecrema lineal en donde no se suponen
secuencias periddicas. Este tecrema dice lo
siguiente, si las secuencias

[ USSP [ 410 0 7oy | S Sl S e S |

son respectivamente las TDF de las secuencias

faginyingls

Cxgloyang e Mar np = by 24 oo B

entonces la TDF obtenida del siguiente producto

Lalk| ka) » Xydkp ke hlalg ksds ¥ ki, K3
corraesponde a la secuenciai«, (n, ,n, 118sta dada por
Halng ny) = f E wylmy Ay lxging-m Ny=-ay) =
My
PP owitne-mpona=mydxaime,ms) = x3 @ X3

fgm

[R5

Este teorema es andlogo al correspondiente para
funciones continuas, sin embargo dada la naturaleza
periddica de las secuancias | @iini.na)
.0 11, cuando una secuencia es desplazadamas alla
del ditimo punto de la otra secuencia (al realizar la
convolucidn), no encontrard valores cero como
debiera, sino la repeticidn periddica de la secuencia
an cusstién, Entonces para forzar a la convolucién

txpbing
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discreta a que tenga los mismos valores numéricos
que laconvolucion lineal de dos secuencias finitas, es
necesaric construir dos secuencias artificiales que
tengan valores cero en los axtremos,

Cantidades Escalares Relacionadas a la TDF
Latransformada de Fourier de una funcién real, es
generaimente compleja, es decir

Py k) = Riky. kz) + Ik Ka)

donde R es la parte real e | la imaginaria, a partir de
aqul se definen las siguientes cantidades

-El espectro de Fourier o de frecuencias

y Lfa
| o= R0y ok + 19k ks )]

(6,94

Estas tres cantidades son las que
cuantitativamente nos dan una visién general de Ia
astructura de una imagen en el sentido amiba
axpuesto,

A diferencia del caso continuo, no es necesario
preccuparse acerca delaexistencia de laTDF, ya que

existe siampre an el caso discreto
puesto que la imagen de entrada siempre esti
acotada. Ademas es importante hacer notar que la
TDF no es una aproximacién del caso continuo, sino
que es una transformacion completa. La gran
mayoriade los espectros de frecuencias de imagenes
decaen rapidamenta como una funcidn de la
frecuencia y de agui gue los términos de frecuencia
altatengan la tendencia a verse oscurecidos cuando
son desplegados para su inspeccidn visual; es decir,
el l6bulo central es mucho mayor que los Idbulos de
segundo, tercer y orden mayor, por lo que en un
sistema de despliegue que tenga disponible 256
niveles de gris (o de color), al ldbulo central le
correspondera el tono relativo al 256 y los lobulos de
segundo y tercer orden tendran tonos muy OscuUros
cercanos al cero. Debido a esto se emplea una
técnica adecuada que compensa los efectos de
despliegue causados por esta particularidad del
espectro de Fourier, estatécnica consiste en utilizar la
funcian

Pk iky ) = kol & [Frki. ki

(. 95)

enlugarde 'Kkl Desdeluego los valores
de Dik, k) deben estar normalizados a la escala de
despliegue disponible. El usc de la funcién Bk, k)
preserva los valores ceroc en el plano de las
frecuenclas yaqua Plkida) = 0 cuandoifok k)
=, También hay que hacer notar que Dik: k)
es una funcién no-negativa y gue se emplea
unicamente para efactos de desplisgue de la TDF,
Cabe también mencionar que para estos efectos y
para algunos calculos, los cuadrantas de la TDF son
reordenados para que el |6bulo de orden cero
aparezca en el centro de la imagen resultante, Estos
cuadrantes pueden sar reordenados
automaticamente multiplicando a |a imagen original
por el factor (-1)* ' antes de ejecutar la TDF,
Por lo que debideo a la identidad

sxpla jiL a0y = (-1744

la TDF puede reescribirse como

AU RN RN -

T Tatd U00-1 o Lannf <3 itk Lk 1174
i1

Separabilidad

En la definicion de la TDF ya se anotd que ésta es
una transformacion con kernel separable, lo que
Quiere decir que la principal ventaja de la propiedad
de separabilidad es que la TDF puede obtenerse por
dos aplicaciones sucesivas de la transformada uni-
dimensional, es decir

:-. Fimy ok venpl =2 jhymy 74|
nj

o=

donde

Yhe l =
Fnpake) oo 0 glingng lexp|~2nfkany /¥
B

[

Sin embargo, en la practica, implantar la TOF de
esta manera implica el uso de muchas operaciones
de entrada/salida de la unidad de almacenamiento
donde resida la imagen original, de contarse con
suficienta memaoria central o con un procesador de
arreglos, es mucho mejor emplear la versién bi-
dimensional de la TDF. Para hacer mas eficiants la
evaluacion de la TDF se toman imagenes con
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dimensién de orden N = 2" con n entero, con lo que
se aprovechan las propiedades de simetria de las
ralces de la unidad, obteniéndose de esta maneara lo
que se conoce como transformada rapida de Fourier,
Las raices o valores del kernel en cuestién pueden
estar pre-almacenados en tablas para una serie de
valores de ny si la imagen no s cuadrada de orden
27, se puede entonces agrandar con unos, hasta que
tenga esta dimension, el resultado no se altera
basicamente ya que con esta técnica sdlo se agrega
una frecuencia constante a la imagen original.

Periodicidad y Conjugado Complejo

La TDF y su inverso son periddicas con periodo N:
Teorama de la Convolucién Circular, por lo que se
tiena

FlugemN Jp+ni) = Flhy by )

{h, 987

donde m y n son enteros y N la dimensién de la
imagen. Por otra parte

Folky.~k;)

o blen

|Fihy k] = | Fl=k;,"Kz}]

(0.99)

Dado que la TDF es en general compleja, el
dominic de frecuencias ftiene por tanto 2ZN
componentes, incluyendo la parte real y la imaginaria,
por esto tal vez podria pensarse gque esta
transformacién produce un incremento en la
dimensionalidad de |a imagen; no es este el caso sin
embargo ya que debido a la propiedad (6.98) la casi
mitad de los términos de la TDF son redundantes, por
lo que la dimensionalidad se conserva.

Rotacién

Sig(n,,n,) eerotadaporunéngulo &, ,entonces
la respectiva TDF es rotada también por el mismo
angulo. En forma analoga, larotacion de 7k, k., 1 trae

consigo la rotacién de g(n,,n) por
el mismo dngulo. Sin embargo, es necesario tomar en
cuenta que al rotar una imagen, los lugares asociados
a los pixels rotados no necesariamente coincidiran
con los lugares de la malia o lattice empleados en la
imagen original, de tal manera que sera necesario
realizar una interpolacién como la convolucidn
cibica. Los valores del pixel original més cercano al
rotado, asi como los préximos vecinos de aguél
contribuirén al valor correspondiente del pixel de la
imagen rotada. Ademés es necesario tomar en
cuenta que la imagen rotada y la original seran asi

siempre referidas a la misma lattice.
Distributividad y Escalamiento

Dado que la transformada de Fourier as lineal, se
tiena

Fleeingoned + geingned] = Flgetngnzd |« Flgilng,ng
y en general
Flg oy nzdgatng ngd] = Flgsng onpg Y] g tn ong b

Ademas de esto si a y b son escalares

|
T Fik;akylB)

glang bng ) = o

aglng g ) o+ afiky ky)

(6, 103)

Estas relaciones se siguen claramente de la
definicion misma de latransformada de Fourier. Dado
que las variables n,, n,, k,, k, y los valores que puede
asumir la imagen son discretos, es necesario realizar
una interpolacién en forma similar al caso de la
rotacidn,

Valor Promedio o Componente de Frecuencia
Cero

Si tenemos &l siguiente valor promedio de una
imagen

g = ;l;:E Talng,ng)
B T

y si ademés consideramos la componente de
frecuencia cero de la transformada de Fourier de la
misma imagen
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entonces se tiene que
g = Fi0,0)

(6.104) (6.108)

En analogia con lateoria electromagnéticaa (0,0
se le conoce también como la componente d.c. de la
imagen y en muchas ocasiones es restada al especiro
de Fourier para facilitar su andlisis.

Gradiente y Laplaciano

Ya se anotaron arriba las relaciones para obtener el
Gradiente y el Laplaciano por medic de la
transformada de Fourier, también se incluyeron las
respectivas demostraciones. Estas relaciones son
muy importantes para evaluar dichos operadores
diferenciales los que son ampliamente utilizados para
resaltar |as lineas y los bordes de una imagen.

Convolucién y Correlacién

Para sistemas lineales, invariantes frente al tiempo
se tiene, que si fy g son dos imégenes cualesquiera
y 8l F y G son sus respectivas transformadas de
Fourier, entonces

f*ge=fG v fgesF®G

dondef* g es la convolucién de fy g comoyaseanctd
arriba y donde

f{npung) o glngna) = 1] fla,Bigingta,nadd)

-

Ty

(6.105)

es la correlacidn entre fy g. La validez del teorema de
la convolucidn es la que permite la ejecucién rapida
de filtrajes en el dominio de frecuencias y facilita
también la comparacién entre dos imégenes o entre
dos patrones, asi como la estimacidn de la textura a
través de la funcidn de autocorrelacidn, Cabe
mencionar también que la convolucién de una
imagen con un templete puede constituirse, bajo
ciertas condiciones, en un filtraje lineal a la imagen.
Esta técnica puede generalizarse para una clase de
fitros no-lineales y detectores de lineas y
ramificaciones. El tema de filtrajes seré desarrollado
en el préximo caphulo,

Existen otras transformaciones similares en
naturaleza a la de Fourier (ver figuras 6.6a - 6.6f). Las
transformadas de Walsh, Hadamard, Coseno, Haar y

Slant, son también unitarias y desde luego de kemnal
separable. Constituyen asimismo  una
descomposicion de la imagen original en funciones
base (fig. 6.6) de un espacio generalizado de
frecuencias; son diferentes a la de Fourier en al
sentido de que fueron concebidas en primera
instancia (con excepcion de la de Cosenc) en forma
digital, mientras que la de Fourier fue definida
primeramente para sefales analégicas. También su
evaluacién es més rdpida que la de Fourier y por lo
mismo son empleadas para la compresién de
imégenes gque requisren de ser almacenadas o
transmitidas

Latransformada Walsh paraunaimagen digital g se
define como sigue

Wik,1) =

p M=l ¥-1 g1

-1 M- by{m)b_(k
- Y ) S B ]

) -1 by(alb (1
RIS (1) .l qisji

m=l) pad) =0 1=l
{6.106)
donde se que ol tamafio de la imagen es de
orden M = 27y N = 29y donde b,(m) es el -ésimo bit

de la representacién binaria de m, por ejemplosim =
Bl."rmmbina.*io},mtau{m] =0,b,(m) =1y
by(m) = 1; desde luegopara (1), os
necesario calcular el subindice p-H y después evaluar
la representacidn binaria correspondienta. El término
1/N es un factor de normalizacién asociado al kernel
de la transformacién de ida. La transformacién
inversa tiene el mismo kernel salvo por el factor de
normalizacidn que en este caso es 1/M. Nétese que
silaimagen es cuadrada entonces M = Ny los kernels
de las transformaciones de ida y regreso son
idénticos. Hay que hacer notar también que a
diferencia de la transformada de Fourier, la de Walsh
esreal porlo que requiere mence memoriadigital y es
mas répida.

La transformada de Hadamard es muy parecida
(fig. 6.6) a la de Walsh. Cuando las imégenes
procesadas son cuadradas y de orden 27, las
transformaciones de Hadamard y de Walsh tienen las
mismas funciones base aunque en diferente orden.
Es por esto que en la literatura, se habla
frecuentemente de la transformada Walsh-
Hadamard. La transformada de Hadamard se define
de la siguisnte manera

Hik;1) =

| M=1 N=] Pl g-1
¥ Eﬂ L glm,n)(-1)ikg PalmIbCkY )y By byladby(1)
M= n=

{6.107)
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Fig. 6.6.- Funciones base de las transforrmadas de Fourier (a,b), Hadamard y Walsh
{c), Coseno (d), Haar {8) y Slant (f).




Dondep, gy b(m) son definidas de la misma forma
que en la transformada Walsh. Nétese que se tiene
también un factor de normalizacién 1/N. En forma
andloga a la transformada de Fourier, es conveniente
axpresar la de Hadamard de tal manera que los
argumentos del kernel correspondiente se
incrementen a la par que la frecuencia de las
funciones base asociadas (fig. 6.6). Por este
razonamiento, la de Hadamard se convierte en una
transformada a través de la cual descompanemos en
frecuencias a la imagen original. Este ordenamiento
particular se logra reescribiendo la transformada de
Hadamard de la siguiente manera

Hik,1) =

Bt |
 B=1 N=1 iy i 1

i . o By Cmlag [k by Cnde (1)
19 P ata.n)t-1yi80 1 1 o Dt

me= p=ll

L

dondes(u) = b, (u),s,(u) = b_,(u) + b_,(u)ys,(u)
= b {u) + b,u). Con lo cual vemos gue la
trnna\‘umada ordenada de Hadamard es igual a la
ordenada de Walsh para N = 2" y M = 29 La
transformada inversa tiene el mismo kernel salvo por
el factor de normalizacién, De las expresiones para
las transformadas Walsh y Hadamard es claro que sl
mismo algoritmo puede servir para calcular los
kernels de iday de regreso. Dado que latransformada
ordenada de Hadamard puede verse como una
descomposicién en frecuencias de la imagen
original, podemos pensar que proporciona
informacion acerca de la estructura de la imagen en
forma andloga a como lo hace la transformada de
Fourier; lo misme se pusdes dacir de la de Walsh,

Otratransformada de uso generalizado, sobretodo
para la compresién de imagenes, es la transformada
Coseno, a partir de la cual y bajo ciertas restricciones
(ergodicidad) es posible evaluar la descomposicidn
8n componentes principales que se verd en la
siguienta seccién. La transformada Coseno es, a final
de cuentas, una modificacién de la versién discreta de
la de Fourier, Estd desarrollada a partir de funciones
base compuestas por funciones ftrigonométricas
Cosenode fase cero y de naturalezareal y discreta; se
define como sigue

H-1 K-

Cik, 1} = T T gim,n)Coaf2Zmel 1kn ]| Cos( 2nel 11n)
=] n=l)

(6. 109

El kernal de esta tranformaciéon consiste

basicamente de funciones Coseno muestreadas. La

transformada inversa es igual a la de ida excepto por
un factor constante y uno de normalizacién

glm.Al =

i M=1 N=]
i 10,0) & s |

] Rk, L) Coal 2me ] iknCosd{ 2ns111n
k=11ml)

{110}

donde el factor de normalizacién se ha colocado aqui
enlatransformadainversay donde el factor constante

M=1 N=]
GO0 = - 1

mel) nml)

gim.n)

con lo que se ve que el primer término de (6.110) es
el valor promedio de la imagen de entrada. Las
transformaciories de Haar y Slant son muy similares a
las ya descritas en esta seccién por lo que no se
estudiarén explicitamente, sin embargo, a manerade
lustracién se muestran sus respectivas funciones
base en la figura 6.6.

€.6.- Descomposicién en Componentes
Principales

Las transformaciones a laimagen que hemos visto
hasta ahora son aplicables a imagenes mono-
espectrales, o a cada banda por separado de una
imagen multiespactral, La descomposicitn  en
componentes principales es una transformacion al
conjunto de datos que se aplica simultaneamente a
todas las bandas que componen la imagen v, a la
salida se obtiene entonces unaimagen multiespectral
también. Esta transformacién se conoce por algunos
autores como Karhunen-Loeve (KL), Hotelling o
Transformacién de Eigenvector. En el presente
trabajo sa prefiere la denominacién anotada paraesta
seccion debido a la interpretacién geométrica que
éeta tiene, ya que la imagen de salida se sncuentra
referida a un espacio generado por vectores base
cuyas direcciones son precisaments las de las
componentes principales de la imagen original. Esta
transformacién es desde luego unitaria y por tanto
puede considerarse como un realce global a la
imagen tal y como se verd en el desarrollo
subsecuente. Tiena lagran ventaja, que aligual quela
transformada de Fourier, de no requerir parametros
de entrada, sino gue hace uso nada mas de las
propiedades estadisticas del conjunto de la imagen
multiespectral. Ademas cada banda de salida pusde
tener una interpretacidn fisica, ya que los
sigenvectores y eigenvalores asociados (a tienen en
principio. Otras propiedades se discutirdn através dal
desarrollo matemético que involucra esta
transformacién,

Veamoe ahora una definicidn formal suponisnde
que la imagen de entrada es un campo aleatorio,
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rasultado de un proceso estocastico generalizado de
lamanera como sa discutio an el capiiulo precedente.
Después de esta definicion haremos una
raconsideracidn de la transformada aportando
elementos fisicos y geométricos. Consideremos la
clase deimagenes formada por * bandas donde cada
banda f (r) representa una imagen digital resultado
de la realizacién de un proceso estocéstico. Sea f (r)
la imagen multiespectral compuesta por las
bandas, entonces deseamos encontrar una
transformacidn de tipo vectorial que se forma como
sigue
pla) = Afl(r)]

(6111

El sentido vectorial de (6.111) consiste en gue el
operador A actia sobre los valores del campo que
forman los pixels de la imagen multiespectral de
entrada, para producir el campo vectorial g de la
misma dimensidn gue el original. La transformacién
(6.111) esta sujeta a la restriccion de gque la matriz de
covarianza K_ de la imagen g es diagonal. En el
espacio de salida la matriz de covarianza es por
definicién

E

K, = c[{gis) = ugtaidlgin) = uyisl)

fe.112)

Larazdn de ser de estarestriccion sobre K consiste
en lo sigulente: En general existe una lacién
entre las bandas de una imagen multisspectral, sobre
todo cuando éstas son contiguas, ya gue una banda
s adquirida para un cierto intervalo de energias, es
de esperarse entonces que para intervalos cercanocs
o proximos la informacidn correspondiente sea
similar. En otras palabras entre bandas contiguas
habra una redundancia de informacién, que se
traduce en que la matriz de covarianza de la imagen
original tiene alemeantos diferentes de cero fueradela
diagonal. Imponer una matriz de covarianza diagonal
parala imagen de salidaimplica que se eliminadicha
redundancia de informacién o correlacion entre
bandas, lo que trae consigo una reduccion en la
dimensionalidad de la imagen multiespectral. La
matriz A de |a relacién (6.111) es una matriz unitaria,
cuyos renglones estan compuestos por los
eigenvectores de la matriz de covarianza K, de las
bandas originales. La matriz A realiza una
diagenalizacién de la matriz K, de tal manera que la
matriz de covarianza de la imagen transformada

ky = AKphE = &

{h.113)

es una matriz diagonal cuyos elementos son los
eigenvalores de K, arreglados en forma decreciente,
A la relacidén (6.113) se le conoce como una
transformacidn de similaridad (Arfieen, 1970) yA esun
operador hermitiano y real. La transformacidn KL

produce un conjunto de bandas decorrelacionadas
que forman una imagen con dimensionalidad menor
ala original. Este proceso requiere, desde luego, del
conocimiento de la matriz de covarianza definida por
las bandas de laimagen multiespectral original. Dicha
miatriz debe ser modelada, estimada o medida segdn
sea el caso; en este trabajo veremos un ejemplo de
modelacién. En forma explicitala transformada KL se
ascriba como

P oeCgaacs ki)

ik

glu.v) =

(6.114&)

dende el kernel A satisface la siguiente ecuacién de
eigenvalores y eigenvectores

I Kpldakad k! Dafd' ok su,v)
e

Mou, v A ] kju,v) = E
4

{6115

donde | representa los eigenvalores de la funcién de
covarianza y A los eigenvectores de la misma. En
otras palabras, la matriz de transformacion A satisface
la relacion

AKg = AA

(6,116]

Es importante hacer notar que la matriz K, es
siméirica y por tanto diagonalizable (Tyldeslay, 1975)
con eigenvalores reales. Es decir, que los
sigenvalores ' deben cumplir con la ecuacién
sacular

kg ~ A1| =0
(6.117)

dondel es la matriz identidad. Los eigenvectores
By correspondientes la ecuacién (6.115)
satisfacen la relacién

= h@

Keq = holq

{6,118)
astos eigenvectores forman una base ortonormal:

Bi.6; = 6y

Cabeag;egwmumﬁaniasalguiamu
relaciones

{6.119)
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donde i, ,es la delta de Kronecker. A los
eigenvectores se les llama componentes principales
y como los eigenvalores estan arreglados de manera
decreciente, entonces el contenido de informacién de
la imagen es redistribuido entre estas componentes
(o direcciones principales), de manera que la mayor
informacion estd concentrada en las primeras
componentes o bandas de la imagen de salida,
mientras que en las restantes se fiene muy poca
informacién y practicamente todo el ruido.

Veamos ahora, en forma gréfica, como podemos
visualizar a la descomposicién en componentes
principales. Supongamos que tenemos una imagen
de tres bandas por lo que en un espacio
tridimensional (fig.6.7) se puede representar el total
de datos en forma de nube, Esto se logra graficando,
el valor que tiene cada pixel en las tres bandas, en este
espacio tridimensional, el cual estd construido por
tres ejes normales entre sly cuyas respectivas escalas
son iguales a los rangos dindmicos que pueden tener
los pixels en cada banda. Asi un pixel cuyovaloren las
tfres bandas sea, digamos, (63, 65, 72) tendréd
justamente las coordenadas (63, 65, 72) del
mencionado espacio; estas consideraciones son
tacilmente generalizadas a imégenes de bandas, El
conjunto de datos graficados de esta manera, forma
lo que se conoce como una nube de datos y que se
muestra esquematicamente en la figura 6.7 (ver
también figura 5.2). Los datos asf representados son
referidos a un espacio de tantas dimensiones como
bandas tenga laimagen, en el presente sjemplo, en el
&je x estan los valores delabanda 1,en ely losde la
banda2y en el eje z los de la banda 3. Sila correlacién
entre bandas es alta podemos esperar que la nube de
datos presente una elongacién que dencte dicha
correlacion. En la figura 6.7 se puede apreciar que
entre la banda 1 y la 2 existe una alta redundancia de
informacién.Por esto es facil ver que si los ejes
originales (b,,b,,b,) son rotados, con la inclusion de
unatranslacion delorigen, de tal maneraque el ejeb,,
88 coloque a la largo de la méxima elongacién de la
nube de datos, el b a lo largo de la siguiente
elongacién en imporancia y asi sucesivaments,
tendremos entonces un nuevo sistema de
coordenadas (b',, b',, b'). Sobre el eje 1 queda
definida la direccién de mayor elongacién de los
datos y que puede ser obtenida, por ejemplo, por
minimos cuadrados. En un sistema de tres
dimensiones como el empleado en este ejemplo,
s6lo podremos reorientar secuencialmente el eje b,
yaqueel b, quedara autornéaticamente recrientado ya
que hemos supuesto un sistemna ortonormal; aun asi
el sjemplo es suficiente para nuestros propdsitos. Las
ecuaciones que describen estd multirotacidn de ejes
son las siguientes

LT

Fig. 8.7. Nube de datos de una imagen multies-
pectral de tres bandas, el vector de posicidn
mostrado coincide para la imagen original y
para la resultante de |a transformacién KL,

(6,121

donde ©i son las direcciones del nuevo espacio y
representan los valores de los pixals de laimagen de
salida para cada banda de ésta, b son los valores de
entradaya, sonlos coeficientes dé latransformacién.
Esta (ltima relacién nos dice que basicamente |a
descomposicién en componentes principales, esuna
transformacién reversible, que se forma por medio de
una combinacidn lineal de las bandas originales
tomando el valor de cada pixel come entrada al
proceso, Los coeficientas lase determinan vistas las
cosas asi, por el grado de rotacién aplicado a los ejes
del espacic original. Por medic de esta
transformacion puede verse faciimente (figura 6.7)
que el intervalo dindmico de valores para el nuevo eje
b, es mucho mayor que sl original, que el intervalo
para b, es mayor que el by y que el que se refiere al b,
es mucho menor que el b,

En otras palabras, la mayor parte de la informacién
ha sido puesta sobre el nuevo eje b; (banda de salida
b;}, una fraccién de estasobre al b,y casinadao puro
ruido sobre el b,. En este ejemplo, es claro que sila
correlacién entre bandas es muy alta, la
dimensionalidad de la imagen de salida puede
reducirse a casi uno. Para las imagenes Landsat 1, 2
y 3 de cuatro bandas y cuya correlacién puede
sobrepasar el 50%, se tiene que después de aplicar la
descomposicién en componentes principales la
dimensionalidad se reduce a aproximadamenta 2.2;
a es5to sa le conoce como dimensionalidad intrinseca,
Fara los Landsat 4 y 5 de siete bandas, la
dimensionalidad intrinseca es de entre 3 y 4. Cabe
anotar aqui que a las nuevas direcciones se les
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CONOCe COMO ejes o componentes principales y por
esto el nombre de esta transformacion.

Hasta ahora hemos introducido la transformacion
KL a travées de wuna definicion formal,
matematicamente hablando y hemos discutido
conceptualmente las consecuencias Qque ftrae
consigo empleando un esquema grafico (fig. 6.7).
También algunos aspectos fisicos fueron
mencionados, como es al hacho de la redundancia
en informacién de bandas contiguas de la imagen
multiespectral. Esto proviene de |a consideracién de
que pensamos, que, en general, el comportamiento
esperado de un sistema bajo estudio, debe ser muy
similar cuando se observa en intervalos de energia
contiguos,

Para finas computacionales y para profundizar adin
mas en esta transformacion, revisemos con mayor
detalle la definicién hasta ahora formulada.

En primer lugar, @s necesario entender qué se
quiere decir con la transformacién detipo vectorial de
la relacién (6.111.). En esta operacidn la matriz A
actia sobre cada pixel de la imagen de entrada,
tomancdio a éste como un vector con tantos elementos
como bandas tenga laimagen original. El valor daun
pixel de entrada sera entonces f{r}, cuya localizacion
relativa en la imagen estara definido por su vector de
posicién r; f es por tanto una funcién multivaluada
paratodas las bandas de laimagen multiespectral, De
esta manera el operador A transforma cada pixel de
antrada para producir los pixels de salida que forman
asu vez laimagen resultante g(s), cuya dimensién es,
estrictamente hablando, igual a f(r), pero con bandas
decorrelacionadas, por lo que ladimension intrinseca
de g(s) es menor a la dimension fisica de f (r).
Entendiendo esto veamos con detalle como se
realiza el calculo y bajo qué condiciones se evalla la
transformacién KL, Sabamos que cuando se tiene un
campo aleatorio homogéneoc y bajo ciertas
condiciones estadisticas (ergodicidad) la media o
primer momentc de la imagen multiespactral
correspondiente se puede estimar con la siguiente
ralacion

(6 122)

donde : dencta valor esperado, 1, es el vector que
representa los valores que componen al pixels |-
ésimo de la imagen original a través de las bandas
que la componeny N es el ndmero total de pixels de
la imagen; nétesa que en aste orden de ideas
también es un vector. A partir de larelacién (6.122) es
facil obtener la matriz de covarianza de la imagen
original,

[Kgl = el(fy = wpdlEy - wgl¥)

(6.123)

dondet dencta transpuesta de la matriz columna

(f; - ug) . Bajolas mismas suposiciones que se
hacen para la media, es factible encontrar una
axpresidn aproximada para la matriz de covarianza

N
LGBy = WM = )t

i=l

(%) * 57

(6. 124)

Es claro que la matriz de covarianza es de
dimension igual al nimero de bandas de laimagen de
entrada y ademas es una matriz simétrica ya que la
correlacién de la banda 1 con lak « 1, esigual a la
correlacidn de la banda k con la 1. La correlacidn de
una banda con slla misma es, desde luego, igual a
uno. Cabe anotar que los elementos de la matriz de
correlacion (k] « [o,, !n estdndados por lasiguiente
relacién

¥mn

PR
YAs RN

(6.125%)

donde los indices my nvan de 1 alnimero de bandas
delaimagenmultiespectral © v-. sonlos elementos
de la matriz de covarianza( 1. La relacién (6.125) es
valida tanto para la imagen de entrada como para la
de salida. En la préactica no es necesario calcular la
matriz de correlacién para realizar la transformacién
KL; esta matriz se obtiena en este caso nada mas
como una manera de estimar que tanta redundancia
en informacién existe en la imagen original, Ahora
bien, la media de la imagen de salida est4 dada por

b

o = Elpis)] = elal(r)] = Ac|E({r)] = Aug

(h.126)

esto es posible ya que |4 es una matriz con
elementos constantes y definidos para una f dada,
como ya se habia planteado en la definicién de la
transformacién KL. Con este mismo razonamiento
puede verse que la matriz de covarianza de laimagen
de salida puede expresarse como

|L3| « [ {Afg ~ Aup)(ALy - augdt]

{6, 127)
dadoque |*11" = f1A"  egta (iltima expresion se
puede reescribir da la siguiente manera

[Kgl = Ac[{Fy = ugdlfy - ppiEat
(6,128

pero la cantidad enire paréntesis cuadrados es
precisamente la matriz de covarianza K, por tanto se



32 [ e BRIV AT SELPER

tiene

:1:i§.l = .'I.Hl-.'l_[ = A

(G 1249

que es precisamente la parte medular de la definicién
de la transformada KL. En esta definicién se est
precisamenta requiriendo que (1. | seauna matriz
diagonal para que las bandas de la imagen g estén
decorrelacionadas. Para que esto sea posible, se
sabe del clculo matricial (Arfiken, 1970), que [4]A

debe ser precisamente la matriz transpuesta de
los sigenvectores de ;| siempre y cuando (1] sea
una matriz al, es decir se debe cumplir que
A'A = |obien A" = A, donde | es la matriz identidad
y AT es el inverso de A. Este inverso existe
generalmente para una imagen multiespectral
porque (K;] es cuadrada, simétrica, real y cuyo
determinante es normalmente diferente de cero.
Como resultado de estos aspectos %, puede
identificarse como la matriz diagonal de los
aigenvaloras dal K, |, por tanto

] o . RS
0 Ay 0
[Kgl = h] =

(6,130

donde ., son los eigenvalores mencionados de una
imagen multiespactral de + bandasyqueeslaforma
explicita de la ecuacién (6.115). Hasta ahora la
transformacién KL requiere, desde el punto de vista
computacional, de la evaluacién de la media de la
imagen de entrada (ec. 6.122), de la matriz de
covarianza (ec. 6.124) y de su respectiva
diagonalizacién (ec. 6.129). La diagonalizacién de
I%¢] implica la solucion de la ecuacidn de
eigenvectores y eigenvalores (ec. 6.115) por medio
delaecuacién secular o caracteristica (ec. 8.117). Aun
cuando no se requiere explicitamente, es
conveniente verificar que exista A'' yaque sinoes asi,
la transformacion KL no puede llevarse a cabo, Una
vez obtenidos los eigenvectores, se construye la
matriz Ay de aqui se puede realizar |a transformacién
empleando la relacion (6.111), por lo que finalmente
lo dnico gue se refiere explictamente son los
eigenvectores asociados a lamatriz |¥:! | lo demés
50N pasos intermedios o de referencia. Ademés delo
anterior, se puede pensar en lo siguiente: como la
transformacian KL es ortogonal, entonces

traza[Kp| = traza[K, | = crazalh]

B

(6. 1310

as decir,

Lo, 132)

De aqui se puede calcular el porcentaje de la
varianza o de las bandas resultantes de la
transformacién KL. Para esto basta dividir cada
eigenvalor por el valor de la traza, esto es

T, w ———
i | Lraza

6 133)

de tal forma que la varianza es un vector de tantos
elementos como bandas tenga la imagen
multiespectral. De acuerdo a lo que se menciond
anteriormante, la correlacién entre bandas puede ser
muy alta, por lo que los primeros elementos del vector
Yy representardan el mayor porcentaje de la
informacién contenida en la imagen, en
contrapartida, los Jdltimos  elementos %
de representardn el menor porcentaje de
informacién, es decir practicamente el ruido de la
imagen; en otras palabras la transformacién KL
también separa |a informacién del ruido de laimagen
(Tou y Gonzélez, 1974)

Al llevar a cabo la descomposicion en
componentes principales, es muy posible que la
imagen de salida contenga valores negativos que no
es conveniente manejar ni para efectos de despliegue
ni para transformaciones ulteriores. Debido a esto es
necesario realizar un reescalamiento del rango
dindmico de valores combinado posiblemante con
una normalizacidn del histograma para darle a la
imagen de salida el mejor contraste posible,
aprovechando con esto al maximo las caracteristicas
de realce global que tiene esta transformacién. Es
claro, por otro lade, que al aplicar una normalizacién
al histograma y un reescalamiento no violamos la
reversibilidad de la transformacién KL, ya que
aguellas son tambien reversibles. Ademas de esto
podemos decir que latransformacién KL presenta las
sigulentes caracteristicas: a).-emplea todos los datos
de entrada, b).- no requiere de pardmetros de
entrada, c).- las tres primeras bandas pueden ser
empleadas para efectos de despliegue a color, d).- el
algoritmo correspondiente es de facil implantacién y
de rapida ejecucién, e).- la normalizacién
mencionada puede llevarse a cabo en paralelo a la
transformacion en un mismo algeritme, f).- en el caso
de imagenes Landsat, la primera banda de salida es
proporcional al albedo y la segunda ala primerade la
transformacion Kauth-Thomas, g).- puede emplearsa
la primera o la segunda banda como representativa
para realizar alguna otra operacién como filtraje o
realce de bordes y, h).- para efectos de clasificacién
aspectral, pueden utilizarse Onicamente aquellas
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bandas que representen la dimensionalidad
intrinseca de la imagen multiespectral. En el caso
especifico de imagenes Landsat otras aplicaciones
s0n posibles en las dreas de Geologia, Uso del Suelo
& Hidrologia. Puede mencionarse también que la
descomposicion en componentes principales se
emplea para comprasion de imégenes en procesos
de aimacenamiento y envio de éstas. Dado que esta
transformacién reduce la dimensionalidad intrinseca
de laimagen multiespectral, la represantacidn de ésta
puede hacerse empleando no todos los
eigenvectores de la matriz (4], sino Gnicamente
aquellos que comresponden a los mayores
sigenvalores, es decir agquellos para los cuales al
porcentaje de varianza sea digamos de al menos
95%. En muchas ocasiones puede suceder que la
correlacién entre bandas de una imagen
multiespectral sea tan grande que la primera banda
de la imagen de salida tenga 95% o mas de la
informacidn total. Debido a esto es entonces posible
afirmar que esta primera banda contiene los rasgos
mas relevantes de los patrones presentes en la
imagen, por este motivo, la descomposicién en
componentes principales puede verse como una pre-
clasificacion especiral de la imagen original y, por
esto, también, es que se dice que estatransformacian
constituye un realce global a la imagen. Por ditimo
mancionaremaos que una aplicacidn muy interesante
de esta transtormacion , &s an el analisis
multiternporal de imagenes digitales para efectos de
evaluacion de cambios espaciales ocurridos en el
tiempo de una o varias clases de patrones.
Debidamente normalizadas por efectos de
degradacion, ruido y deriva en respuesta de los
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Fig. 6.8. Nube de dalos de unaimagen de dos
bandas mostrando fres clases separables
completamente en el eje b,

sensores respectivos, o algin otro mecanismo de
interferencia, las imagenes que contienen el cambio
mencionadeo, son registradas unas con otras en un
sistemna de coordenadas comuin. Una vez hecho esto
s8 crea una imagen multibanda y multitemporal,
donde las bandas respectivas estan compuestas por
las imagenes adquiridas en diferentes tiempos da la
escena que se desea estudiar, A partir de esto puede
plantearse la siguiente hipotesis: habrd una alta
correlacion entre bandas de la imagen multiternporal
para aqguellas regionss donde no haya habido
cambio significativo y una correlacién baja para las
zonas donde las clases de patrones hayan cambiado
sustancialmente. Entonces dada |a naturaleza de la
transformacidn KL, se tiene que el mayor porcentaje
(ec. 6.133) de la varilanza en una imagen
multitemporal estard asociado con las clases de
patrones que presenten poco o ningln cambio, porlo
que aquellas regiones de cambio localizado
quedaran diferenciadas o realzadas en las primeras
componentes de la transformacion KL de la
mancionada imagen multitemporal. Cabe mencionar
también que las bandas de entrada que componan a
esta imagen pueden, a su vez, ser las primeras
componentes de imagenes multiespectrales
transformadas por descomposicién en componentas
principales también,

6.7.- Andlisis Canénico

La transformacién KL es una transformacién de
similaridad (Arfken, 1970) ya que lleva a cabo un
cambio de base vectorial que genera un nuevo
espacio donde setiens una nueva representacidn del

operador de covarianza

Ky = AKgAt

y en donde en esta nueva representacién, el operador
de covarianza es diagonal con las consecuencias ya
anotadas. También sabemos que el operador (£; | es
hermitiano (real y simétrico), que puede ser
diagonalizable por el operador unitario ortogonal | 4
y como el espacio donde esta definido (£, | esfinito
(de dimensidn igual al nimero de bandas) entonces
sa tiene Que sus eigenvalores &, son linealmente
independientes, es decir ortognrnalés-,rnormalizablas
a la unidad, por lo gue generan el espacio
correspondiente alatransformacion KL. Entonces, en
esta transformacidon se estd cambiando la
representacién deloperador |¥; ! aunanueva, dada
por k.| por medic de la relacién arriba anctada,
haciendd resaltar (fig. 6.7) que los vectores que
generan lanube de datos de laimagen no cambianen
su forma intrinseca. En contrapartida, en una
transformacion candnica, si cambia larepresentacién
del operador  [¥i| ysi cambia la representacién de
estos vectores (fig. 6.8). El andlisis candnico es una
variante de latransformacidn KL, paro con un caricter
més espacifico pues incluye informacién acerca del
comportamiento  estadistico de las clases de
patrones de la imagen multiespectral y por lo mismo
se requiere de informacion a-priori acerca de la
misma. En el andlisis canbnico se tiene una
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transformacién reversible (si se conserva la
informacién de las clases) pero no unitaria, en donde
saraducs astrictaments (no intrinsecamente comoen
la KL} la dimensionalidad del espacic donde se
encuentran representados los datos de laimagen. En
esta transformacion se genera un nuevo espacio
donde las clases de las cuales se proporeiona
informacidn, tienen méxima separabilidad, Se puede
emplear también el andlisis candnico para separar
una clase dadadel resto de laimagen, que a suvez se
ve comola clase restante. Por ejemplo, en lafiguraé 8
es facil apreciar el esquema de dos clases de una
imagen de solo dos bandas. Las clasesa, bycnoson
enteramente separables sobre ninguna de las dos
bandas originales b, o b,; se requieren ambas para
producir una eventual separacion. Ahora bien, si se
escoge una nueva banda dada por el eje b, (fig. 6.8.)
con tal direccidn que la méxima separacion entre las
clases a, b y ¢ se proyecte sobre este nuevo eje, se
tendra un métods donde se proyecten y separan las
clases. Cabe mencionar que existen muchas
ocasiones en que esta separabilidad no se alcanza
sobre la primera componente de la transformacion
KL, pues la dispersién de las clases y eu posicién
respectiva en el espacio de muestras puede ser tal
que aun persista untraslape entre ellas. Desde luego,
cuando el nimero de clases consideradas aumenta
laseparabilidad completa llega a serimposible. Por al
contrario el andlisis candnico funciona muy bien
cuando se desea segmentar una sola clase del resto
de la imagen. En el marco de lo planteado hasta
ahora, una transformacién canénica se define como
sigue

gla)} = DEI(e)

(6,134

donde la connotacién vectorial es similar a la que se
apunts para la relacion (6.111). Lamatriz D realiza
la siguiente operacién

1= %%« D%E{D
{6.135)
y como consecuencia de (6.135) se tiene

k8 < prgtp

(6,130

En donde Kfi s la matriz de covarianza
promedio de |la covarianza de cada clase, es decir

{6.137)

donde N es el ndmero total de clases consideradas y

1¢'1  es la matriz de covarianza de cada clase
dada'lamatriz (‘| representa la covarianza
entre las clases, es"decir es una medida de la
separacion que existe entre ellas. Como ya se anoté
arriba, 1] esla matriz identidad. Hay que remarcar
que esta formulacidn del andlisis candnico es
analoga a la que se hizo para la transformacién KL y
como tal es posible llevar a cabo los pasos que se
hicieron de la ecuacién (6.127) a la (6.129)
introduciendo, desde luego, las condicienas
especificas planteadas para el anélisis canénico. En
el caso de la transformada KL, era ficil determinar la
estructura de la matriz 1] , ya que ésta lleva a cabo
una diagonalizacién de la matriz de covarianza
original. No es tan evidente determinar la estructura
delamatriz (o] , puesto que ésta no diagonaliza a
la matriz de covarianza de entrada, sino que la
convierte en una matriz unidad, Paraobtenera A es
necesaric hacer consideraciones explicitas sobre el
comportamiento estadistico de las clases que se
desean separar; para esto regresemos a la figura6.8.
La idea basica de esta transformacién consiste en
definir un nuevo sistema de coordenadas, sobre el
primer eje del cual se tengan dos elementos: la
minima dispersién de las clases consideradas y, la
méxima separacion entre ellas, es decir, se propona
maximizar las distancias d,, d, y minimizar Xy, Ky Y Xy
del ejemplo planteado. Al imponer la condicién de
minima dispersién de clases se esta requiriendo que
fisicamente éstas sean esféricas, lo que esta
expresado en la relacion (6.135). Una manera de
realizar estas dos condiciones es a través de las
matrices de covarianza de cada clase y la matriz de
covarianza de las clases como un todo; desde luego
laprimera es una medida de la dispersién de los datos
para cada grupo o clase considerada y la otra es
relativa a la distancia que existe entre los grupos de
datos. En términos cuantitativos esto se pueds
escribir como sigue

dti’d
. + mdximo

s — =

o d’ul.t

{6.138)

donde d es el vector que define el eje dal nuava
espacio (b, en la figura 6.8) para el cual se tiene la
méxima separacién entre clases y la minima
dispersién de las mismas. Las cantidades o}

°. son las varianzas, sobre este nuevo eje, de las
clasesy de la separacion entre ellas respectivamente.
De esta forma, en esta transformacién canénica, se
tiene la maxima separacion en el primer eje (b), la
siguiente separacidn en importancia en el segundo
gje (b,) y asi sucesivamente. En este orden de Ideas,
d es el primer eigenvector (aungue después se
tomaré como cualquiera de ellos) y *  es por tanto
el primer eigenvalor. La maximizacion de lo
expresado en (B.138) se realiza por métodos
tradicionales del calculo diferencial, es decir, se
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. CONCLUSIONES

Por primera vez se pudo oblenar un mapa forastal de
ezcalas 10 25000y 1. 50 000, en el cual se pudieron
diferonciar tipos y sublipos de bosque, uldzando
imagenes de radar de alla resclucian, (STAR 1,
INTERA), en condiciones del boague himeado lopical
con caracleristicas de homogeneidad en cuanto a su
composicion florstica

Larapicez en la adquisicidn de los mosaicos de radar,
STAR 1, (30 dias). permilid oblener informacidn
forestal opordunamenta de acuerdo a la urgente
nacesidad de evaluar v estudiar la disponibilidad da
fACUrses con propdsilos. de aprovechamienio y
manejo forestal, lo cual con oifo sensor no hubiese
sido posible an lan corto llempo

La sficiencia cblenida con el sistema do radar de
INTERA, para la elaboraciin de mapas foresiales,
comparada con lotogralias aéreas de escala 1

40000, que serla la escala adecuada para oblener
resultados simiaras, 85 5.4 vaces mayor an tiempo

La posibiidad de obtener mosaicos de radar del
sisterna INTERA en un rango de escala variable
{1:50.000 - 1: 200.000), facilitd considerablementa la
interprelacion, permitiendo correlacianar las
variables qua intervimieron en esle proceso
lgualmenta, facilitd un analss de conjunto y una
programacidn delallada de las actividades lorastales
da campa.

La dalineacidn de drenajes pequenos, principalmen-
le en las areas planas (llanura aluvial) es dilicil en al
sistemna de alta resolucion (INTERA), debido
prncipalmenta a la densa coberura boscosa,
caraclenistica de la zona esiudiada

La dalimitaciin de uso de latierra y da tipos de bosgue
en la regidn de colinas bajas y allas con radar da
INTERA, es muy complicada y a veces imposible,
debido a los conlrastes de luminacidn en las
pendientes que & encusntran mirando hacia el radar
(dreas muy claras) y las pendenies opuesias
(oscuras)

El retomo de 1a energla del radar asta miluenciada por
la rugosidad de la superficie vegetal (morfologia de la

SECCION ARTICULGS TECNICOS ¥ CIENTIFICOS

SRR 1990 3.

planta), conslante dielécirica, lamano, densidad del
foltaje v conliguracidn del lerreno donde se de-
sarrollan las comunidades vegelales. Por  consi-
guienta, con &l fin de identificar los diterentes lipos de
vagatacion sobre las imagenes da radar, el intérproala
debetenarconocimiantos da la reflleadn de la anargla
sobre la vegelacidn, vasta experiéncia an
folointerprelacion. disponer de fologralias adreas
convencionales o de pequeno formmato, las cuales
sardn ulilizadas como palrones para clasficar los
lipos y ademds conocer la estruciura y flisonomia de
aslas

So espara que e mejpramiento de los nuevos
sistemas de radar espacial, con mayor resolucion y
acceso a los usuanos, ncremente &l usoc de eslas
fmagenas en los lovanlamienios de loe bosgues
humedos tropicales espacialmente para su moniloreo
y vigilancia

Las invesligaciones adelantadas por el SIR-B,
wikizando diferentes angulos  de dapresion, han
aporado congcimianios que permiten comprender
mejor la relacion de la reflaxidn de la enargia con la
vagatacion y longitud de onda

Con las imdgenas de radar comparadas en esle
arliculo, es posible elaborar mapas de vegelacion da
lipos y sub-lipos de bosque, kos cuales pueden ser
utilizados para levantamientos exploratonos, (SIR-A),
de reconocimiento, (WESTINGHOUSE), y semi
detallados, (STAR-1 INTERA). El uso dei radar de
visidn lataral reduce considerablemante @l lliempo de
compilaciin del mapa y coslos en los levantamienios
de grandaes draas.

Los sislamas de radar aerolransporiadocs con
longiluces de onda menores, parmilen la delineacidn
de biomas, ecosisiamas, lipos y sub-l1pos de bosque
En &l radar de resolucidn media (Weslinghouse), los
lipos de bosque no pueden ser diferenciados
mientras que algunos sub-lipos de veg#acion
pantanosa, en especial los de la llanura aluvial de
inundacidn, sl puaden ser delemminados.

Sobre las imagenas del S5IR-A, con lmitaciones se
puede llegar a determinar algunos lipos de
vagalacion menor, pero na lipos de bosqua

SISTEMAS DE RADAR
ESPACIALES DE ALTA
RESOLUCION:

Se espera que e Sadlite
ERS-1, de proximo lanza-
mignto por la Agencia
Espacial Europea (ESA),
aporta importantas posib-
fidades al estudio de 2onas
de vagelacion lropicales,
dadas su alta resolucion
espacial (30x30 ms) y su
capacidad de toma de
imdgenes en condicionas
de alta nubosidad.
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esla poblacibntotal de las clases consideradas y M es
el nimero de éstas. Por otro lado, aun cuando setiene
a la ecuacién (6.125) como referencia, conviene
escribir explicitamente la expresién correspondiente
para [k§|

I

g o
el =571 L

(6. 149

donde el centroide 1.
siguiente relacién

sa calcula a partir de la

(B, 150}

recordando quae u, se obtiene de la expresian (6.122).
Con esto queda completo el esquemna para ejecutar la
transformacién candnica aqui planteada, hacemos
énfasis, desde luego, en que es necesario conocerlas
clases involucradas, es decir, hay que contar con los
valores y nimero de los pixels que las componen,
Esto se obtiene claramente a partir de la imagen
original y de regiones rodalizadas de ésta donde se
piense que existe la clase o clases de interés; este
trabajo puede hacerse también a partir del andlisis de
clmulos (clustering) de la imagen multiespectral, Es
necesario mencionar también que los eigenvalores d
de esta transformacién no son en general
ortenormales pero pueden hacerse asi empleando el
método de Gram-Schmidt (Arfken, 1970).

6.8.- Transformacién Kauth-Thomas

Un ejemplo relevante de una transformacién
canonica aplicada especificamente a iméagenes
multiespectrales de la serie Landsat, con aplicacién
particular a evaluacién de cobertura vegetal agricola,
s |a que se conoce como Transformacion Kauth-
Thomas (KT), disefiada por estos investigadores
(Kauth y Thomas, 1976) para los primeros Landsat y
extendida posteriorments al TM de los Gltimos
satélites de este serie (Crist. 1984),

Con el objeto de ilustrar el disefic de la
transformacion KT, refirdmonos a la figura 6.9, en
donde se muestra esqueméticamente la nube de
datos que se relaciona con un cultivo agricola con
plantas en diferentes etapas de crecimiento. Para
poder mostrar correctamente la evolucién en el
tiempo de un tipo de cultivo a partir de una sola
imagen, es, desde luego, necesario suponer valido el
tecrema ergtdico para la imagen multiespectral
correspondiente. En la figura6.9a, se da la gréfica, en
8l espacio generado por las tres primeras bandas | By
b, b, de una imagen Landsat (MSS), de una
subregion de ésta donde se sabe que existe un cultivo
determinado. En el desarrollo de un cultivo podemos
pensar en el siguiente procesc: en primer lugar a

través de extensivas medidas sobre muestras de
suelos (Condit. 1970), ha quedado demostrado que
los respectivos datos de reflectancia, quedan
aproximadamente sobre una linea recta cuando son
graficados en un espacio formado por las bandas 2 y
3 del MSS de la serie Landsat (fig. 6.9b). Sobre esta
linea, los suelos oscuros quedan hacia el origen de
coordenadas y los suelos brilantes sobre el otro
extremo de la linea; los diferertes tipos de suelos
quedaran desde luego sobre puntos intermedios. Al
observar la evolucién espectral de un determinaco
cultivo, se tendré en primera instancia la mencionada
linea de suelos al momento en el que las plantas
respectivas apenas comienzan a aparecer sobre la
superficie de la tierra. A medida que las plantas
crecen, la respuesta espectral de éstas se combina
proporcionalmente con la del suelo donde se
encuentran plantadas, la sombra que éstas proyectan
sobre el suelo y su propia respuesta iran dominando
sobre la de éste, de tal manera que lo que antes era
suelo brillante aparecerd ahora como una mezcla
mas oscura (figs. 6.9a y6.9b). Paralos suelos oscuros
la situacién se mantendra aproximadamente estable
por un tiempo &n cuanto a la mezcla de respuestas:
suelo-plantas-sombras. Cuando las plantas emergen
decididamente sobre la superficie terrestra su
respuesta espectral empieza a dominar sobre los
otros factores (suelo y sombras) puesto que su drea
foliar cubrird paulatinamente al CIV correspondiante,
de esta manera las respuestas combinadas de
plantas sobre suelos oscuros y brillantes se
aproximaran a una sola en el punto de madurez del
cultivo (figs. 6.9a y £.9b). De aqui que la evolucitn
armiba mencionada, describa una grafica que se
asemeja a la de un penacho. Después de alcanzar la
madurez, las plantas entran en la etapa de
senescencia y emplezan a tornarse amarillas,
describiendo, su respuesta espectral, una trayectoria
curva hacia la linea de suelos; esta trayectoria tiene
una cierna dispersidn (fig. 6.9a) dependiendo de
ciertas diferencias que pudieran tener las plantas del
cultivo, o bien si existen varios cultivos semejantes en
la misma 4rea de plantacién, La variacién en
respuesta, producto de la senescencia, agrega a la
forma del penacho una especie de cola o borla y de
aqui el nombre que a veces se le impone a la
transformacién KT: gorro de borla, Sibien el proceso
de emergencia y madurez del cultivo describe la
forma de una especie de tridngulo aplanado,
basicamente scbre el plano de las bandas b -b,, la
etapa de senescencia se sale de este plano [lfg.ﬁ.&c]
por lo que se requiere finalmente de un espacio
tridimensional formado por las bandas b -b,-b; esto
guiere decir que la transformacion KT genera un
nuevo espacio de tres bandas que es suficienta para
realzar convenientemente el proceso evolutivo de un
cultivo determinado. Cabe aclarar que lo que se ha
denominado plano de los suelos (figs. 6.9a y6.9¢) en
realidad es una nube de datos formando un elipsoide
muy aplanado y bastante elongado. Dado que en
general puede afirmarse que cualquier especie
vegetal tiene un ciclo de emergencia, madurez y
senescencia similar al arriba descrito, es posible



SELPER scpiembre 1989

37

b i Senescenclia

crecimiento

planc de los
wsuelos

s
bz

by

suelo Brillante

Z '3
(b} bz

Fig. 6.9. Descripcién esquemdtica del proceso de crecimiento de un cultivo a partir de datos Landsat.
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afirmar que la transformacidn KT es en realidad un
realce para cualquier cobertura vegetal. Es
importante puntualizar sin embargo, que esta
rransformacién requisre de datos de entrada
obtenidos de aguella subregién que contenga la
comunidad vegetal de interéds, por lo que el realce
serdenfatico con respecto ala comunidad estudiada.
Para finalizar este parrafo diremos que los detalles
fisicos sobre el proceso evolutivo mencionado
pueden encontrarse directamente en el ariculo
original de Kauth y Thomas (1978).

La transformacion KT, al igual que la KL y el analisis
candnico, pueden verse como una pre-clasificacion
de una o varias clases de objetos o rasgos de la
escena, de aqul gue estas transformaciones se
emplean a veces como datos de entrada para un
clasificador espectral convencional, con reduccién
an costo de computacién ya que la dimensionalidad
de la imagen original siempre se reduce. Sin
embargo, para clasificaciones absolutas o para
comparaciones ya sea multitemporal o multiespacial,
es necaesario incluir varios aspectos externcs a la

evaluacién de la cobertura vegetal. Estos aspectos
axternos son basicamente de dos tipos: condiciones
atmosféricas y geometria deiluminacién. Encuantoal
primer efecto, es claro que componentes como
neblina, bruma, aerosoles, nubes, vapor de aguay la
distribucién del albedo en la zona de interés, afectan
sensiblemente la medida de radiancia hecha por el
sansor satelitario y en consecuencia la respuesta
espectral observada no corresponde directamente a
los objetos sensados y ademds puede variar de lugar
alugar y de un tiempo a otro. Como ya se menciond
con anterioridad, las sombras que proyectan las
plantas en su etapa de crecimiento y maduracion,
ajercan una influencia en la variacidn de la respuesta
espectral observada. Ademaés de esto, amedida que.
cambian los &ngulos de vista e iluminacidn, la
cantidad de sombra que proyecia el cultivo cambia
también; de aqui que la reflectancia total pueda ser
més clara u oscura de lo que en realidad es. Es por
esto que la geometria de iluminacion es un factor
importante en la observacion de cultivos por madio
de la transformada KT. Debido a estos dos factores
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axternos, es Iimportante llevar a cabo
normalizaciones por efectos atmosféricos (Lira y
Oliver, 1983) y por cambios en iluminacién antes de
aplicar la transformacién KT, esto como ya se
menciond, en el caso de que se deseen medidas
absolutas de cobertura vegetal,

Veamos ahora los aspectos computacionales de
esta transformacion; ésta se hace de la siguiente
manara

glul = RYFipd + s

donde la notacién vectorial tiene el sentido explicado
anteriomente, f(r) es la imagen multiespectral de
entrada, g(u) la de salida, R' es la transpuesta de la
matriz de transformacién y r, es un vector arbitrario
para evitar valores negativos en la imagen de salida,
aunque si bien este vector puede evitar valores
menores a cero, también puede ocasionar algunos
puntos de saturacidn en la imagen de salida, por lo
que es mas recomendable realizar un reescalamiento
lineal del histograma de g(u). La matriz R es unitaria ¥
5@ construye de |a siguiente manera.

El primer vector columna Rde (7| se escoge de
tal manera que su direccion esté a lo largo del eje
mayor del elipsoide que formala nube dedatos de los
suelos de la subregidn o subregiones seleccionadas,
recordando que estos datos se obtienen a partir de la
imagen misma. Enla practica R, se obtiene a partir de
la descomposicién en componentes principales
aplicada al elipsoide de datos y escogiendo su
direccién en coincidencia con la de la componente
principal,

Elsegundo vectorcolumna R, de (k) | se escoge
perpendicular a R, y apuntando en la direccidn
principal de maduracién del grupo vegetal
seleccionado. Esto se hace a partir de proyecciones
de la nube de datos como la que se presenta en la
figura 6.9b, en donde se aprecia dicha direccién; la
descomposicién en componentes principales
también juega un papel aqui,

El tercer vector columna R, de %] | se escoge
desdes luego pafpmdinu[arai!, ¥ R, y apuntando en
la direccién de senescencia (fig. 6.9¢) de la

comunidad vegetal de interés. Nétese que en las
subregiones seleccionadas de la imagen para servir
como datos de entrada, debe haber plantas en todas
etapas de su evolucidn y una variedad suficiente de
suelos, de ofra manera los vectores R,, R, y R, no
pueden ser estimados con precisién.

El cuarto vector columna R, de (%] , se escoge
cbviamente perpendicular a los tres antericres,

Una vez evaluados estos cuatro vectores, para
imé&genes de cuatro bandas del MSS de Landsat, se
aplica el método de crionormalizacién de Gram-
Schmidt con el objeto de conformar a (| como una
matriz unitaria y ortogonal. De acuerdo a lo que se dijo

P e

€1y dw) £I¥ del
Fig. 6.10. Barrido de una escenaa incrementos
angulares iguales: el CIV del centro 8s més
pequenc que el da los extremos.

anteriormente, esta transformacién fue extendida a
imagenes de siete bandas del TM de Landsat (Crist,
1984; Crist y Cicone, 1984), pero la idea es
basicamente la misma que la aqui expuesta. Los
vectoresR,, R » Ry¥ R, generanun nuevo espaciode
dimansi:unalidaad igual a tres, ya que en la cuarta
banda de salida practicamente no hay informacién
acercade lacoberturavegetal en general. Ala primera
banda de la transformacion KT, dada por R,, se le
llama brillantez y es proporcional al albedo. A Ia
segunda banda, dada por R., se le llama verdura
{greeness) y da una medida del vigor de la
vegetacién, A la tercera banda, dada por R, se le
llama amarillez {yellowness) y da una medida de la
senescencia del cultivo. A la cuana banda, dada por
R,, se le llama ausencia (non-such) y tiene este
nombre porque carece de informacidn relevante
acerca del cultivo. Entonces el espacio generado por
los primeros tres vectores puede ser empleado como
un medio para evaluar el estade de uno o varios
cultivos o para estudiar la cobertura vegetal de una
region dada.

8.9.- Transformaciones Geométricas

En el capitulo anterior se discutié la digitizacién de
una escena empleando un formalismo vectorial
conocido como laftice de muestrec. La imagen
resultante queda por tanto implicitamente referida al
sistema de coordenadas definido por la lattice
empleada, Existen, sin embargo, factores extarnos al
proceso de muestrec que pueden hacer que el
sistema de coordenadas al cual realments se refiere
la imagen no sea precisamente el de |a lattice,
Algunos de estos factores son los siguientes: la
escena no as un plano sino mas bien una superficie
cualquiera, la escena es un planc pero el sensor la
barre en incrementos angulares constantes (fig.
6.10), por lo que los CIV extremos son més grandes
que los del centro, existe un movimiento relativo de la
escena en la direccion de barrido del sensor, la
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plataforma del sensor no es perfectameante paralelaa
la escena, existen aberraciones de consideracién en
el subsistema &ptico del sensor, el CIV no es
cuadrado sino que tiene alguna ofra forma:
ractangular, conica o romboide, existe algln efecto
de dispersién no-lineal que distorsiona la imagen v,
en general, cualquier interferencia en el sensor y la
escena o alguna no-linealidad en el funcionamiento
de aquél. Ademas de la posible correccion de estos
efectos, es factible que se requiera proyectar la
imagen a algln ofro sistema de coordenadas donde
resuite mas conveniente su analisis. Debido a lo
anterior, es necesario astablecer un procadimianto
paratransformar el sistema de coordenadas al cual se
reflare originalmente la imagen; a este tipo de
transformacionas sa les conoce como geométricas
porque precisamente cambian la geometria de la
imagen. Algunas de estas transformaciones pueden
realizares modificando la geometria de captura de la
escenao introduciendo un “hardware" especializado
en el subsistemna de formacion y registro delaimagen.
La mayoria, sin embargo, deban hacerse a-posterior
por medic de un modelo matéematico bien definido, o
empleando polinomics de un cieto grado en
combinacién con lo que se conoce como puntos de
control. Es necesario aclarar que en la literatura se
habla en ocasiones de correcciones geométricas
para compensar por uno o varios de los factores
mencicnados, Para hablar de correcciones es
necesario suponer que el sistema de coordenadas al
cual se quiere mapear la imagen, es precisamente el
correcto. Esto sblo puede hacerse si 58 introducen
elementos de valor en estas transformaciones, es
decir sa tiena que asumir un sistema de coordenadas
correcto porque de hecho es en éste donde
asignamos un mayor valor o utilidad a la informacin
contenida en laimagen, o bien se debe pensar que en
&l nuevo sistema de coordenadas la imagen tiene un
aspecto mejor para propdsitos de inspeccion visual.
Con esto en realidad se admite que la imagen como
un todo o clertas clases de ésta, se encueniran
realzadas en el nuevo sistema de coordenadas. En
ciertas ocasionas se tienen sistemas de coordenadas
universalmente aceptados por lo que es conveniente
referirla imagen a uno de éstos ya que a partir de aqui
se pueden hacer mediciones o comparaciones
cuantitativas de varios aspectos geométricos de la
imagen. Por dltimo, diremos en esta discusion que
cualquier transformacidn geométrica debe hacerse
banda por banda de la imagen multiespectral.

Una transformacidén geométrica se exprasa
matematicamente de la siguiente manera

wa Tr
(6152

dondar = (i,]) es el vectorde posicitn de los pixels de
laimagen en el sisterna de coordenadas original, w =
(uv) es el vector de posicién de los pixels de la
imagen resultante y [T/ es la matriz © modelo
matemético de la transformacién geométrica

(Richards, 1986). A veces es conveniente escribir la
varsidn escalar de la ecuacidn (6.152)

wo= G ().k]

vom (k]
(6,153)

Hay ocasiones en que el modelo exacto de la
transformacién geométrica no se conoce y entonces
as adecuado emplear laversidn escalar aproximando
los operadores “y y v por un polinomio que
generalmente se trunca para incluir sdlo los términas
de orden dos. De esta manera se genera una
aproximacidn para u y v en funcidn de jy k.

0 o= a5 + &) * ko4 1].;_|: b e jk + Exk?

i o= b & B #HEE BT OE BU K+ byk?

{h. 154)

donde las a, y b, son constantes por determinar en
cada caso de transformacién geométrica. Estas
constantes s& determinan a parir de puntos da
control escogidos éstos de tal manera que se
minimice el error entre el valor verdadero observado
{uv) y el estimado (4,7) , Los puntos de control son
puntos observados o identificados sobre la imagen
original y que se sabe por algin método, que
corresponden a puntos en el espacio de salida y
cuyas coordenadas en aste nuevo sistema son bien
conocidas.

Los puntos de control se escogen lo mas
uniformemente distribuidos sobre la imagen para
minimizar el error mencionado entre estos puntos yla
estimacién polinomial. Si se tienen M puntos de
controllacomespondenciaen el espacio delaimagen
(fig. 6.11) se expresa en forma vectorial como sigue

L ETTYTE S |

vFom [, vyl
{6.155)

Nétese que hay una correspondencia directa entre
los puntos de control (k) ¥ estos que son los
observados, es decir los puntos de control se
identifican en la imagen original y en la rejilla de
referencia (figs. 6.11 y 6.12). De manera similar se
puaden ascribir las constantes involucradas en la
aproximacién polinomial

ot = [an,81, ... 43]
bt = [bo,br, ... bal
(6. 158]

Al emplear esta notacidn, es facil ver que el error
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Fig. 6.11. Transformacién geométrica de una imagen (izquierda) por medio de puntos de control u
observados (cruces) sobre una rejilla de referencia (derecha).

medio al cuadrado tiene la siguiente forma

€= (d - Aa)t(h - An) + (¥ = ABIE(H = Ab)

(6.157)

suponiendo claro estd que el error scbre una
direccién del espacio de coordenadas es
independiente de la otra. La matriz A est4 definida a
continuacién

Loje ky 3 fuky ki

[Al = L s ka 33 jaks &3

i F) )
Loy Ry dy duey Ry

(6,158}

Esdecir, lamatriz (4] se construye apartir de los
puntos de control (j_ k) identificados en la rejilla de
referencia (figs. 6.11 y6.12). Ademés de esto, es bien
conocido de la teorfa de operadores lineales (Pratt,
1578) que el error mencionado es minimo si

a=aly

b a-ly

donde |41 es el inverso generalizado (Rao, 1971)
de [ 1], Por otro lado, también es facil ver (Pratt, 1978)
gue si el nimero de puntos de control es mayor al
nimero de coeficientes del polinomio empleado,
antonces

A—l = !:_*'L_*:l-l,.l

(6.159)

Los puntos de control (ec. 6.155) se introducen en
la aproximacion polinomial (ec. 6.154) para obtener
los coeficientes (s, .5, ), si el nimero de puntos de
control es mayor al nimero de coeficientas setiene un
sistema de ecuaciones scbredeterminado y los
cosficientes se pueden calcular ptimamente por
algin métedo de minimos cuadrados. Para un
conjunto dado de puntos de control se puade evaluar
el error correspondiente (ec. 6.157) y compararlo con
el tamafio asociado a la minima celda de la rejilla de
referencia (fig. 6.11); si el error es razonable para un
problema dado entonces se continlia con el proceso.
Enla aplicacién de una transformacién geométrica
generalmente se tiene a la mano un nimero finito de
puntos de control de tal manera que no es posible
ancontrar siempre un subconjunto de éstos que
minimice el error estimado. Lo que si se alcanza casi
siempre es el determinar un juego de puntos de
control mas o menos uniformemente distribuidos
(Schlien, 1973; Orti, 1981) sobrela rejilla de referencia
que aseguren un nivel razonable de error, De aquique
no serecomiende nunca el escoger puntos da control
que estén preferentemente localizados enuna regidn
o, en general, que no tengan una distribucidn
homogénea e isctrdpica sobre la rejilla mencionada,
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Al determinar los coeficientes (a,b) la
aproximacién polinomial queda entonces lista para
emplearse en la transformacion geométrica deseada.
Para esto es necesaro realizar un remuestreo del

de la imagen original al de la imagen
corregida; el procadimiento es como sigue: la rejilla
de referencia debe tener un tamano de celdilla igual al
tamafo ascciado a los pixels de la imagen original,
esta rejilla esta referida desde luego a un sisterna de
coordenadas prefijado, si el tamafio de los pixels
originales varia, la celdilla serd asociada con el mayor
de éstos, Comenzando entonces con la celdilla del
espacio de salida, cuyas coordenadas en |a lattica
original sonu = 1yv = 1, es decir, aquel valor de j y
k para los cuales se tengan precisaments las
coordenadas del origen de la imagen de la cual se
parte. Tomando como referencia a este punto inicial
(jl.k_l} y de acuerdo ala rejilla de referencia predefinida,
ga incremantan gecuencialmente | y k, se evalda la 0
y O correspondientas, las que no necesariamente se
relacionarén a una posicién exacta (fig. 6.12) de un
punto de la lattice original, por lo que seré necesario
realizar una interpolacion a partir de los valores de los
pixels vecinos. Cuando para un juego de valores |y k
se tenga que las | y 7 comespondientes exceden
completamente los limites de la imagen original,
entonces se asigna un valor caro al pixel de saliday se
ajustan los valores de | y k para continuar con [a

sigulente linea o columna de la rejilla referancia,
segin se haya determinado en el proceso de
remuestreo. Es claro que de esta manera los limites
de la imagen de salida seran en general no paralelos
a los ejes del sistema de coordenadas de la rejilla de
referencia, por este motivo es necesario rellenar con
ceros hasta tener limites paralelos. Esto ademas, es
necesario hacerlo, puesto que computacionalmente
es mas facil manejar archivos de forma asociada
rectangular y asl visualmente, la imagen de salida
resalta mejor en una pantaila de despliegue.

La construccién, en la rejilla ideal, de la imagen
transformada, implica evaluar las coordenadas i y ¥
del pixel que corresponde a un par (k) dado, sin
ambargo, las posiciones estimadas (@.7), a partir de
la aproximacién polinomial, no necesariamente
coinciden (fig. 6.12) con las posiciones de los pixels
de la imagen original. Debido a esto es necesario
realizar una interpolacidn para calcular el valor del
pixel de salida: aquel con coordenadas (i,7). La
evaluacién de aste valor puede ser tan sencilla como
asignarle el que tiene el pixel mas cercano en la
imagen original. Se puede también llevar a cabo una
interpolacién lineal a partir de los pixels més cercanos
(vecinos 4 u B) al pixel de salida, o bien lo que se
conoce como convolucién cibica. Podemos decir
ahora que una transformacidn geométrica se
compone de dos operaciones bésicas: a) una

pizel correspondiente al punto
{(f.k) de la lactice ideal

\

\

,— 1 mapeo

punto { |k} de la
lattice ideal

Fig. 6.12. Mapeo de los pixels cuyas posiciones son estimadas por la transformacién geométrica, el valor
del pixel de salida se estima por interpolacidn de los valores de los pixel vecinos,
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lattice de la bmgen original

F{u,v) Tkl ,w)
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u' {:
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I{u,vel)
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Ei s

Fig. 6.13.- Interpolacion bi-lineal para obtener el valor del pixel cuya posicion estimada es (0, 7).

pigel e salida

L

vallor interpalado

posicidn estimada (6,v)

transformacién espacial que define el rearreglo de los
pixels de laimagen orniginal y b) una interpolacidn que
involucra los valores de los pixels criginales con el
ohjeto de generar los valores de los pixels de salidaen
una rejilla discreta de laimagen resultante; la parte (a)
ha sido ya discutida en esta seccién,. En cuanto a la
interpolacién se puede escribir, en general, como
sigue

gli f) = Elu, e )R j=u k=v) ¥ L
Y

A, 160

donde R es |a funcitn de interpolacidny ¥;; es una
subregién finita de la imagen original, es decir, para
evaluar el valor de un pixel de salida se toman
solamente los pixeles de una vecindad finita que
contenga al pixel de coordenadas (i./) . Los
procesos de interpolacién que merecen una
discusién en detalle son los lineales y de convolucién
clibica; el del més préximo vecino es tan sancillo que
no requiere de explicacién adicional, ademés de que
en ciertas ocasiones introduce artefactos por lo que
no es muy recomendable su empleo. En cuanto a la
interpolacién lineal, que en procesamiento de
iméAgenes se conoce mas bien comointerpolacitn bi-
lineal, fijsmonos (fig. 6.13) en una vecindad de forma
cuadrada alrededor del pixel cuya posicidn (4,71 ) ha
sido estimada. Entonces, a partir de los pixels méas

carcanos, se obtienen los interpolantes

Slu’,vw) » u'fluel,v) + (1-0'")E{u.v)

gin' vl m wt [lusel vel) + (L= JECu,vel)
{B.161)

donde se ha supuesto que de pixel a pixel en la
imagen original hay una distancia de uno, nétese
ademds que las posiciones i, 7, semiden a partirde
u, vy son respectivamente u’ yv'. El paso final ahora
esinterpolar linealmenteentras(u’ vy 4(u’,v+1 1 para
obtener

LK) = &{u’ v") = (l=w"J8(u" v) & v 8 lu' vel)

(6,162}
es decir, g(jk) es el valor interpolado del pixel de
salida cuya posicién es (j,k) en la lattice ideal. En la
convolucion clbica se emplea una vecindad mayor
que enlainterpolacidn lineal donde sélo se utilizanlos
cuatro pixels mas préximos (vecindad tipo 4).
Censidéranse ahora los 16 vecinos més cercanos a
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i,%1, entonces sobre las cuatro lineas (fig. 6.14) da
cuatro pixels que se encuentran en esta vecindad, se
obtienen cuatro interpolantes empleando polinomios
cibicos (de orden tres) cuyo resultado son cuatro
valores intermedios para las posiciones marcadas
con x en la figura 6,14. Sobre estas cuatro posiciones
intermedias se aplica de nuevo una interpolacian
cibica para obtener finalmente el valor del pixel
correspondiente a la posicidn (i1 ). El algebra
involucrada en estas interpolaciones es bastante
elaborada (Shiien, 1979; Simon, 1975) porlo que sdlo
s@ presentan los resultados aqui. El interpolante para
la primera linea, suponiendo que el pixel de la
izquierda superior (fig. 6.14) es precisamante el f{u,v),
asta dado por

sin’. vy = w'lu(u [ flusd.w) = [{usdv) + EQusl v)

Flauwd] + [E¢usd,v [{usd,w) = 2f(u+l v} +

FElu, vl + [ f{us2. v) = Flu.v)]l & f{u+l, v}

(6. 163)

Los otros tres interpolantes  ¢(u" vel), olu’ved)
s(u',v+1) 88 obtienen directamante a partir de
{6.163) variando simplements el indice v para las tres
lineas respectivas, es decir hay que substituir en lugar
de v, los valores v+1, v+2 y v+3. Con estos
interpolantas se obtiene finaimente el valor del pixel

de salida correspondiente a la posicidn estimada

(4,8

il k) = d{n" ,v') =

w vt et [0l ove3) = bl 9e2) + alut vl )=

plu’ ,vd] & [efu’ . vael) = Slu'ved) = Jolu’,v+l) +

20ut vy ) e pdut esl) = Slut vl ]+ ale® vel)
(G, Lb4 )

Tanto lainterpolacién bilineal como la convolucién
clbica son, a fin de cuentas, promedios ponderados
sobre una ventana finita, esto introduce un filtro de
pasabajas (Lira, 1989) que puede degradarlaimagen
resultante haciéndola aparecer como en un efecto de
fuera de foco. Es conveniente entonces aplicar una
restauracidn (Lira, Oliver, 1883) para recobrar la
apariencia de nitidez de |la imagen original.

La aproximacién polinomial introducida en esta
seccién incluye polinomios de orden dos
tnicamente, ya que la experiencia ha demostrade
que éste @s un buen compromiso entre la precisidn
requerida y el costo computacional. Un polinomic de
grado uno es en realidad una transformacion lineal,
insuficiente para introducir las modificaciones
espaciales que generalmente requiere una
transformacién geométrica. Un polinomio de orden
tres © més puede ser (til para tomar en cuenta
modificaciones de orden menor como son las

lattice de la imsgen original

-
pizel de salida
gl).k)
f{u,v) ! L{usl, v)
" _.___.—r"'-"p-//\'srk;’!.:ﬂﬁdﬂ
u'
P s
TR | "\
[{utl, vil) \
posicidn estimads (G.%)

Fig. 6.14. Interpolacién por convolucién cubica, primero sobre las cuatro filas de pixels vecinos al
estimado y después sobre [a linea marcada con cruces.
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pequenas desviaciones a la geometria ideal del
sensor con respecto a la escena. Un buen cuidado
debe tenerse sin embarge, pues si no se introducen
suficientes puntos de control, un polinomio de orden
tres o mayor, generalmenta introduce inestabilidades
en el proceso de transformacién geométrica que
necesariamente acarreardn deformaciones
indeseables en |a imagen de salida. Con el objeto de
ver con mayor detalle estos aspectos acerca de la
transformacion polinomial, escribamos nuevamente
las ecuaciones (6.154)

8= mg +ayd +ak+ 047 + auik + sak?

Vo= by o+ byd # bgk o+ bad® 4 bojk + bsk?

Desde el punto de vista fisico, el primer par de
elementos de la derecha, es decir, (a,, b.) representa
un desplazamiento de la imagen transformada con
respecto a la criginal, los términos segundo y tercero
se refieren a cambios de escala, los términos tercero,
cuarto y quinto son rotacidn y redistribucién espacial
de laimagen transformada en relacitn a laoriginal, Si
sa introducen en el polinomic, factores de orden tres,
entonces se estaran tomando en cuenta
redistribuciones espaciales con més detalle para
efectos menores de la geometria involucrada en la
produccién de la imagen. En resumidas cuentas,
desplazamiento, cambio de escala, rotacién vy
redistribucion espacial de los pixels de la imagen, son
los factores necesarios en cualquier transformacion
geométrica. En el caso de imégenss de satélite
(Landsat o de radar), cuando los puntos de control se
obtienen de un mapa para una proyeccidn
cartografica dada, la transformacién geométrica
toma el nombre particular de geccodificacién, de tal
manera que cada pixel de la imagen se refiere en
términos de coordenadas geograficas. Sise tieneuna
distribucion bi-dimensional de datos obtenidos por
un sensor cualquieray se relacionan a un mapa por el
métedo discutido aqui, entonces el proceso se
conoce como georeferenciacién; asi un
levantamiento gravimétrico o magnetométrico puede
adquirir validez cartogréfica, lo que es muy (il para
Integrar datos geofisicos e imigenes de satéiite a un
sistema de informacién geografica. El término de
registracidn es utilizado cuando dos imégenes de la
misma escena, pero adquirdas en condiciones
diferentes, se relacionan al mismo sistema de
coordenadas. En la registracién, las imagenes
sujetas a transformacién, pueden geocodificarse
todas a un mismo mapa con los mismos puntos de
control, o bien se derivan puntos de control a partir de
unade ellas y setransforman el resto de las imégenes
con base en estos puntos. Laregistracién permite por
tanto la comparacién directa de iméAgenes de la
misma escena gueé hayan sido generadas bajo
diferentes condiciones de vista de ésta.

6.10.- Transformaciones Quasi-lineales

Se han discutido hasta ahora una sere de
transformaciones reversibles con diversos grados de
simetria, teniendo las de mayor grado como las
unitarias hasta las de menor grado como las
medificaciones  trigonométricas  al  histograma.
Algunas de las transformaciones requieren
parametros de entrada, otras no; pero todas con el
objetivo comun de mejorar la apariencia general dela
imagen vy sin discriminar a-priorl un clerto contenido
de patrones, esto es asi aun en @l caso de los
operadores diferenciales en donde los patrones
espaciales de alta frecuencia son mayormente
enfatizados que los demas. Desde luego el
mejoramiento de una imagen est4d siempre
enmarcado en el contexto de un problemay tiene que
ver mucho con juicios subjetivos de valor y calidad
que el investigador asigne a su imagentransformada,
La gran mayoria de las transformaciones estudiadas
son lineales y desde luego reversibles, siendo las
operaciones trigonométricas las Gnicas que no lo
50N, aunque por su naturaleza son también
irreversibles. No existe un formalismo general para
transformaciones ne-lineales como lo hay para las
que si lo son; no obstante en ciertas ocasiones
algunos problemas no-lineales pueden gquask-
linealizarse, En el andlisis de imagenes podemos
encontrar una clase de problemas no-lineales que
representan situacionas experimentales de una
importancia que vale la pena su atencién. Dos
enfoques a esto son posibles: uno es la extension de
lo que se conoce como linealidad y sl otro es |a
expansion en series de operadores lineales de lo que
originaimente es una transformacion no-lineal.

Los términos linealidad y superposicién se aplican
cominmente sdlo a sistemas lineales aditivos: sin
embargo estos 08 pueden tener una
connotacién méas amplia. Oppenheim vy
colaboradores (Oppenheim, 1967; Oppenheim et,
al,, 1968) introdujeron el concepto de superposicién
generalizada, como una manera de extender la
nocién de linealidad aditiva a clases més generales de
sistemas de los que hasta ahora se han estudiado,
Para introducir esta generalizacion, témense dos
imagenes f, y f,, combinadas de acuerdo a un
operador ¢ que por el momento se pensara como
indefinido, esta combinacién se supone que produce
una imagen de salida g

Bixay) = Eylm,y) O £50x,¥)
(B.165)

Entonces (‘| s una operacién lineal general
si posee las siguientes propiedades

Mfix,yd 0 Eplug)) » O0tsinay)] 00 |6 ()

(6, 166)



SE]JPER e e e e 45

Olk: fla.yt) = ks HE(x,y))
{6,167)

donde fes unaimagen cualquiera, k es unaconstante
ylos dos puntos denotan una operacién de producto.
Es decir, que la operacion 0[] linealiza la
combinacién entre las dos iméagenes f, y f.. Desde
luego esta operacién debe de estar diseRada de tal
manera que produzca el resultado de las dos Gltimas
relaciones. Oppenheim también demostrd que si el
operador O representa adicidn en un espacio
vectorial y si los dos puntos denotan multiplicacion
escalar, entonces el operador '] puede ser
descompuesto en una cascada de operaciones que
colectivamente son llamadas filtro hemomérfico. En
aste caso las ecuaciones (6.166) y (6.167) asumen la
siguienta forma

OIf; 0, y) O Falxavdl = HE (x,v01 + EHEa{x,y)!

(6.168)

Clks flnay)] = ki{E(x.y)]

(6.169)

De la ecuacién (6.168) se aprecia que en la primera
etapa de dicha cascada el operador O es convertido
en adicidn algebraica. En la segunda etapa se tiene
que el sistema original f, O f, ha sido transformado a
un sistemna lineal aditivo nrdlnann En la tercera y
Gltima etapa de la cascada se aplica el inverso de
para obtener

o lopgix, ] = glx,v)
(6.170)

desde luego se supone que existe elinverso de © y
que u-lo .1 ,donde! es laoperacién identidad.
Ahora bien un sistema generalizado se representa
esguematicamente como sigue

fulx,y) - | O]-] | w Falx,y)

donde f, representa la imagen o las imagenes de
entrada al sistema, que después de ser transformada
producen laimagen de salida f,, El filtro homomérfico
de dicho sistema g-unaraﬁzado también se visualiza

en forma de diagrama de bloques
; sistema
folx.¥) | -] | | lLineal -
¥ — |_sdicivo

|t |

Eglxiy)

El fitro homomdrfico convierte entonces al sistema
generalizado un uno lineal aditivo, en esta etapa se
realizan las operaciones sobre las imagenes
involucradas de acuerdo al formalismo desarrollado
en el presente irabajo y posteriormente se regresa a
la representacidn generalizada por medio del inverso

o1, parafinalmente obtener las imagenes de salida,

Elfiltro homomdrfico es, portanto, una herramienta
para enviar un sistema generalizado a un espacio
donde se puede aplicar la teorfa general establecida
para sistemas lineales aditivos. Es por esto que un
fitro homomérfico linealiza todos aquellos sistemas
gue en realidad son quask-lineales. Es claro gque no
siempre es posible esta linealizacion ya que no
siempre es factible encontrara ¢ paraque realice esta
tarea, o bien el inverso respectivo no axiste, a menos
que se trabaje con un pseudoinverso de 1 (Pratt,
1978).

Uno de los sjermplos mas tipicos y mas socorridos
del filtraje homomdérfico es aquel que se aplica a los
sistamas multiplicativos. Supongamos entonces que
la imagen g(x,y) s generada por la multiplicacién
escalar (pixel a pixel) de las imagenes de entrada
f,(xy) v L{0y), por lo que se tiene

glro¥) = Laloyyd O Eafu,y) = Exln.y)fain,v]

(b 171

En este caso particular es facil ver que sl tomamos

00+ = togl-| resultaen la aplicacién del logaritmo
a ambos lados de esta ecuacidn, por lo que se
produce un sistema lineal aditivo,

logfgiz,w}] = Log[Eifx,v}] + loglf.{x.y)]

(6.0721

Es decir, en esta etapa, los logaritmos de las
iméagenes de entrada son combinados aditivamentey
cualquier operacién al sistema debera hacerse sobre
esta base. Despuéds de haber ejecutado cualguier
operacitn lineal sobre estos campos (imagenes), se
requiere de una exponenciacion para regresar la
salida comespondiente al espacic de la imagen
original g(x,y). En un diagrama de blogues, estos
aspectos se representan como sigue

#istema |
lineal |

falx,y) = |l*:-=i=['ll.i -
aditive |'

{:expl']| + falX.y)

donde en este caso, f, es la forma esquemiatica de las
Im&ganasdamtmﬂawalmagm desalidaf,, eslague
resulte de todo el proceso que se aplique al sistema
lineal aditivo. En cuanto a la operacion del producto
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escalar para sistemas multiplicativos, se tiene
gl y) = ks fixy) = [£(x,90]®

[B.173)

donde f es una imagen de entrada cualquiera y k una
constante real. Al aplicar el logaritmo a ambos lados
de (6.173) resulta en

loglgla.v )] = klogl f{x.y)]

[h, 1Ty

Esta aplicacion del filtraje homomérfico a sistemas
multiplicativos es de particular importancia en las
técnicas de restauracion espacial de imagenes. Este
tipo de restauracién hatenido gran éxito para corregir
iméagenes que han sido adquiridas en condiciones de
iluminacién dispareja (La Brecque, 1988), los detalles
de esto se veran en el capitulo sobre restauracion de
imagenes y se discutirAn con amplitud dada la
importancia que tienen en la comprension de los
mecanismos de la psicovisidn humana.

Desde el punto de vista fisico, un sistema lineal se
caracteriza con base en un operador que representa
la respuesta del sistema ala funcidn deimpulso, detal
manera que la imagen de salida es la superposicién
de los impulsos de entrada que pasan a través del
sistema, el cual les asigna un factor de peso que es
independiente del objeto. En ofras palabras si un
impulso o fuente puntual de luz (de intensidad
normalizada) es colocado (fig. 5.10) en el planc t- an

laposicién  (%..n.) |, entonces podemos esperar
que el plano imagen x-y responda con una funcidn
gx.y) igual anix,y:2: 02 ),NStese que gix,y) no es ya

una funcién puntual sino que en principio cubre todo
el dominio de la imagen, en todo caso teniendo un
méaxime para una cierto punto (x,.v.! . Sila fuante
puntual de luz es ponderada por el valor de laimagen
deentradaen <. .1, ), saespera entonces que lasalida
se comporte de la siguiente manera

ElGo Ma dhix,¥iZe.na)

Por lo que en el limite de un ndmero infinito de
fuentes puntuales iluminande la escena (o imagen de
entrada), se tiene

glx,5) = | ECE .nihix,¥:E.nldEdn

L

que es |a relacién (5.46) del capitulo anterior, cuya
versidn digital es la ecuacién (5.50) y que aqui ha sido
obtenida intuitivamente por consideraciones
puramente fisicas. Esto se hace aqui para
complementar la idea que se tiene de un sistama
lineal de transformacién de imagenes. Veamos ahora
laidea fisica de no-linealidad: la funcién de respuesta

al impulso o funcién de transferencia depende de la
imagen de entrada, de tal manera que anélogamente
al caso lineal, supongamos que se coloca en al plano

=" de laimagen de entrada, en el punto (5,,7.)
una fuente puntual de luz, porlo que se espera queen
el plano x-y de la imagen de salida se tenga una
respuesta cuya magnitud es

Lt A TR A TR

donde fif.n) eslaimagen de entrada. Ahora bien,
si esta respuesta es ponderada por el valor de la
imagen de entrada en (%..n:) |, entonces pusede
esperarse que |a salida, en plano imagen sea como
sigue

L T L T P o P L T

Seapreciade esto Gltimo que en el planoimagen se
tendra toda una distribucién de intensidades
caracterizada bisicamente por h, como el sistema es
ne-lineal esta distribucién cambiaré para cada fuente
puntual de luz, a diferencia del caso lineal en dondela
distribucién es la misma cambiando solamente su
valor maximo al ser ponderada por la imagen de
entrada en cada punto de ésta. En otras palabras en
&l caso no-lineal, la funcién de respuesta h esté ya de
por si modulada por la imagen de entrada.
Imaginemos ahora que recorremos la fuente puntual
de intensidad normalizada sobre el plano xy a
manera de exploracién por laimagen de entrada, de
agui gue la imagen de salida sea simplemente la
superposicion de todas |as distribuciones
individuales de cada punto explorado por lafuente de
luz, lo que resulta entonces en la formacién de la
imagen de salida de acuerdo a la siguiente ecuacién

REX.§) = J ECE,niblx, vy, & n;: E(E,n) 1dEdn

410

que es finalmente la ecuacién (5.47) y cuya versién
digital 8s muy fécil de escribir. De nuevo cuenta y de
manera similar al caso lineal, esto complementa
fisicamente la idea que se tenia hasta ahora de
sisternas no-lineales,

Enmuchos sistemas de formacién de imégenes en
donde el espesor de laescena es de interés, setienen
funciones de transferencia que dependen de ésta,
siendo este el caso para radiografias y neutrografias,
En otras situaciones experimentales puede ocurrir
que haya ofros objetos diferentes a la escena, con
aspascres y densidades variables interaccionando
con ésta y que produzcan también funciones de
transferencia no-lineales. Un ejemplo de esto Gitimo
es la interferencia atmosférica en la captura de
imagenes de satélite. A veces, a primera vista, un
sistema de estos puede aparecer lineal cuando en
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Fig. 6.15. Modelo de formacién de una radiografia o neutrografia.

imagon g%,y

realidad no lo es, estableciéndose estrictamente
como sistemas descritos por la ecuacién de arriba;
aunque si bien pueden no apararse mucho de un
comportamiento lineal, En otras palabras, estos
sistemas son aquellos en los cuales el fendmeno
portador de informacidn (ondas electromagnéticas,
actsticas o haces corpusculares) pasa a través del
objeto (escena) de interés, o bien cuando el
fenémeno de transporte atraviesa un medio de
intarferencia una vez habiendo interaccionado con el
ohjeto. Ejemplos de estos son los mecanismos de
formacién de radiografias y la captura de imégenes a
través de la atmdsfera (figs. 8.15 y6.16). En el caso de
radiografias biomédicas la dependencia de la funcidn
de transferencia con respecto a la escena es de bajo
orden ya que la energia de los rayos-X- empleados es
baja; en otras palabrag este sistema es no-lineal pero
sin apartarse mucho de la linealidad. En sistemas de
rayos-X de alta energia como los empleados en la
industria, donde los objetos de interés son mucho
més densos que en biomedicina, e fendmeno de
dispersién de Mie (Kondratyev, 1969) puede ser de
primer orden. En el caso de imagenes obtenidas por
satélites orbitales, la dependencia de la funcién de
transferencia con respecto a la escena puede ser a
primer o segundo orden (Lira y Oliver, 1583)
dependiendo de la longitud de onda de la radiacién
alectromagnética, de la distribucidn de diametros de
las componentes atmosféricas y de las particulas en
semisuspension (contaminantes) gue s ancusntran
en la atmdsfera al momento de la captura de la

imagen. Un posible caminc de solucidn para
sistemas no-lineales de segundo ordan, es decir, que
no se aparten demasiado de |a linealidad, es el de
expander en series de Taylor la funcién de
translerencia alrededorde  (2.n) =a dondea
es un parametro deducible del sistema fisico
particular que se esté estudiando, entonces

{{x,v,E,miE{L.Nn)) =

¢ LECE,nY - a]™8%h(x,y,En:E(E:n))
n! dvE{E . n) E(E.n)=n

=k

(6.175)

Como un ejermplo de este proceso de quasi-
linealizacién, supdngase que la funcién de
transferencia puede ser modelada como
circularmeante simétrica (gaussiana) con unavarianza
proporcional at’ (4 .n jes decir,

[E=x)! + (n-y)?

hix. ¥ Enif{f.n)) = -
FokaiL(&.n TE.n)

ey oxel

(6, 17h)
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Fig. 6.16. Modala da formacién de imagen a través de la atmdsfera y por medio de un sensor satelitario.

Desde luego, dependiendo del problema
particular, otros modelos para la funcién de
transferencia pueden ser escogidos. Entonces la

primera derivada para h es
5~ BTy (E0T 4 (0] -

£2(E,nlexp] - E_Ei.iﬁ_“_'iﬂiﬂ“

£70E,n)

(6.177)

Por lo que si se utilizan los dos primeros términos
de la expansion de Taylor, se tendré la siguiente
expresion aproximada para la funcién de
transferencia

1 3

hix,y.&,mif(E.n)) = == la’ - a[(&-x)7 + (n=y)?] +
£LE,nS[(E-x)* & (n=yi? = E-.._'Hexpl_ Eﬁ'xr_ + ey :'l

I g 3 L[E.n)
(6,178)

Esta dltima expresidn consiste, por tanto, de un
término constante y uno lineal en f (suponiendo
varianza constante y proporcional a F); depende dal
pardmetro a que debe ser encontrado de las
condiciones experimentales y por medio del
modelado de la interaccidn del fendmeno portador
de informacién con el medic degradante: laescenao
un medio de interferencia (figs. 6.15 y6.16). Amedida
gue se agregan mas términos a la relacién (6.177) se
supone que la funcidn de transferencia se aparte mas
de la linealidad. Al procesc arrba descrito se le
conoce como quasi-inealizacién,
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PRINCIPALES ACTIVIDADES
DE SELPER (1980-89)

PRIMERA REUNION PLENARIA SELPER. Quilo, Ecuador, no-
viembre 24-27, 1980. Con el principal auspicio nacional del Insiiuto
Geografico Macional y CLIRSEN y ef apayo inlernacional de LS,
Agency for intermational Development,

SEGUNDA REUNION PLENARIA SELPER ¥ TALLER DE TEC-
NOLOGIA DEL SATELITE SPOT. Qulto, Ecuador, abril 12-18,
1882, Con ol principal auspicio nackonal del IGN y CLIRSEN y &l
apoyo infemacional del Centre Malional D'Cludss Spatiales
(CNES) en Francis,

TERCERA REUNION PLENARIA SELPER ¥ TALLER CAMA-
DIENSE PERCEPCION REMOTA. Santiago, Chile, noviermbre 21-
25, 1863 {Auditorium IDEM, Facultad de Clenclas Flsicas y Mate-
malicas, Universidad de Chlle), Con el auspiclo nacional de la
Universidad de Chile (Depanamento de investigacian y Bibllotecas
¥ Depto. Geologin y Geofisica) v of patrocinio Internacional de
Canada International Cevelopmant Agency (CIDA),

CUARTA REUNION PLENARIA SELPER. Sanliago, Chile, no-
viembre 12-16, 1984 (Auditorium IDIEM, Facuitad de Clenclas
Fisicas y Malemé&ticas, Universidad do Chile). Con el principal
auspiclo intemacional del Centre National D'Eludes Spaliakes
(CNES) g Francia, Canadd Centre for Remote Sensing (CCRS),
Embajadas de Espafia v Finlandia, ONU/FAD, ONU/CEPAL,
Commitiee on space Researchinfernational Councll of Sclentific
Unions (COSPAR/ICSU), International Linion of Geclogical Sclen-
cles (ILUGS) y olras agencias,

QUINTAREUNION PLENARIA SELPER Y SIMPOSIO CANADA/
IBEROAMERICA DE PERCEPGION REMOTA. Ottawa, Canadd,
Jutic 15-19, 1985, Con el principal auspicio del Ministerio de Rela-
ciones Exteriores de Canadd y 1 colaboracidn del Cenlra Cana-
diense do Percepcldn Remota (CCRS) comitdé organizador
SELPER (Sede Central &n Universidad de Chile, Deplo. Gealogia y
Geofisica)

TALLER DE GEOLOGIA REGIONAL UNESCO/IUGS /SELPER,
Sao José dos Campos INPE, Brasil, diclombre 2.4, 1885, Con el
principal auspicio de UNESCO e Internalional Union of Geclogical
Scionces (IUGE), para cosrdinar programas. Geotiglcos Fuglona-
les en Lalinoamdrica (Fona Amardnica y Andina), con SELPER
como organizacidn aglutinante y coordinadora.

CURS0O DE PERCEPCION REMOTA ¥ PERSPECTIVAS DE
AVANCE Y COOPERACION AEROESPACIAL EN LATINOAME-
RICA. Temporada Internacional e la Universidad de Chile [Amé-
rica Latina: Una Realidad), Diclado por profesores SELPER y
apoyado con importantes Apunies Docentes. Santiago, Chike, 13-
24 enero 1986,

SiMPOSI0 NACIONAL SOBRE LA EVALUACION DE LA ERA
ESPACIAL EN MEXICO, México [LF, Mbxico, 15-19de mayo 1888,
Organizado por GIAE /UNAM. SELPER, Invilado Oficial

REUNION DE MACIOMES UNIDAS SOBRE COOPERACION
REGIOMAL EN CIENCIA ¥ TECHOLOGIA ESPACIAL ¥ sus
APLICACIONES EN AMERICA LATINA, Cartagena de Indias,
Colombla, junio 16-22, 1886, Organizado por ONU (Dhvisidn de
Espacio Extertor y CEPAL) y palrocinada por e Goblemo de
Codombia . SELPER, Inilado Oficial,

XXVl REUNION PLENARIA COSPAR/ICSU (Commitles on Spa-
e Hesearch/Internalional Councll of Scientific Unlons) Toulouse,
Francia, junio 30 - julio 12, 1986, SELPER, Co-palrocinante det
Taller X" Percepcion Remota de interés para Paises en Desarrolio™,
Tamblén co-palrocinado por OMU/FAD, ONU/COSTED, WMO,
WHO, COSPAR/ICSU, EARSEL y otras agencias.

SEXTA REUNION PLENARIA SELPER - SIMPOSIO LATINODA-
MERICANO DE PERCEPCION REMOTA - IV SIMPOSIO BRASI-
LERIO DE PERCEPCION REMOTA. Gramado, RS, Brasil, agosto,
10-15, 1988, Reunidn realizada en cooperacidn con of Instiiuls da
Pasquisas Espacials (INPE), la Socledade Brasileira de Carlografia,
Geodesia, Fologrametria o Sensodamento Remaolo (SBC) v olras

MAIN SELPER ACTIVITIES
(1980-89)

FIRST PLENARY MEETING OF SELPER, Quito, Ecuador, novem-
Dar 24-27, 1860, Under the naticonal suppon of CLIRSEN and IGN
and the international support of LS. agency for Internalional
Development (USAID),

SECOND PLENARY MEETING OF SELPER AND WORKSHOP
ON SPOT TECHNOLOGY, Quito, Ecuador, aprl 12-16. 1982
Under ine national suppart of CLIRSEN and 1GN, and the inema-
lienal suppor of Centre National ¥ Eludes Spaliales (CNES) and
G.0.T.A from France

THIRD PLEMARY MEETING OF SELPER AND WORKSHOP ON
CANADIANREMOTE SENSING TEEHHDLﬂﬂ‘r.Sammgm Chila,
november 21-25, 1983, Hedd at the Universidad de Chile, under the
main national support of Universidad de Chile (DIB, Deplo.
Gealogla y Geolisica) SAF, INACH and the international suppar of
Canada International Developmenl Agency (C1DA)

FOURTH PLENARY MEETING SELPER, Sanliago, Chile, novem-
bar 12-16, 1884, Hold af fhe Universidad de Chile, under ihe main
national suppont of Uniersidad de Chile (DIB, Geologla y
Geolisica), SAF, INACH and the Intermational supporl of several
agencies. such as Centre Nalional 0'Eludes Spaliales (CNES) from
France, Canada Embassy, Spaln Embassy, UN/ECLA UN/FAD,
Committes on Space Research /Intomational Councll of Scienlific
Unions (COSPAR/ICSU), intemnational Union of Geological Sci-
onces (ILGS), Instituto de Pesquisas Espaciais (INPE) from Brazil
and alhors.

FIFTH PLENARY MEETING OF SELPER AND CAMADA/LATI-
HAMERICAN SYMPOSIUM ON REMOTE SENSING. Ottawa,
Canada, july 15-19, 1885 Under the main Sponsoring and ongani-
zation of Department of External Alfalrs of Canada andihe cooperis
tion of Canada Cenlre lor Remote Sensing (CCRAS). Impartant
sessions of ihe IUGS and COSPAR/ICSU were also doveloped at
SELPER sessions,

WORKSHOP ON REQIONAL GEOLOGY AND REMOTE SENS-
ING. 580 José dos Campos, Brazil, december 2-4, 1885, Under tha
main international sponsoring of UGS and UNMESCO. Gars Pro-
gram (Geclogical Applications of Remate Sensing), sponsored by
UGS /UNESCO,

COURSE ON REMOTE SENSING AND ADVANCES AND PER-
SPECTIVES OF COOPERATION IN LATINAMERICA. Interna-
tional Season of University of Chile (Latin-America; & Reality), Co-
sponsored by SELPER trhough professors and imponant Docenl
Documents. Santiago, Chile, January 13-24, 1065

HATIONAL SYMPOSIUMABOUT EVALUATION OF THE SPACE
AGE INMEXICO. MEXICO, D.F., México, may 15-19, 1986, Organ-
Ized by: GIAE/UNAM. SELPER, officially inviled

UNITED NATIONS MEETING ON COOPERATION AND APPLI-
CATION OF SPACE SCIENCE AND TECHNOLOGY IN LATI-
HAMERICA Caragona de Indias, Colombda, june 16-22 1988,
Organized by United Natlons (Outer Space Alfairs and ECLA) and
sponsored by the Colomblan Government. SELPER officially |n-
viled.

XXVIPLENARY MEETING OF COSPAR/ICSU Towouse, France,
lung 30-july 12, 1986, SELPER co-sponsored the Workshop X
"REMOTE SENSING OF INTEREST FOR DEVELOPING COUN-
TRIES", co-sponsored also by UN/FAD, UN/COSTED, WMOD,
WHO, COSPAR/ICSU, EARSEL and others agencies.

SIXTH PLEMARY MEETING OF SELPER-LATINAMERICAN
SYMPOSIUM ON REMOTE SENSING-IV BRAZILIAN SYMPO-
S5IUM ON REMOTE SENSING. Gramado, RS, Brazil, august 10-15,
1866, Mesling carred oul with the cooperation of Instiulo de
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agenclas nacionales ¢ inlemacionales.

COMFERENCIA INTERNACIONAL SOBRE NECESIDADES DE
ENTREMAMIENTO Y ASISTENCIA A LOS USUARIOS EM PAI-
SES EN DESARROLLO, Berlin Occidental, sepliembre 1-8, 1886
Rewnkn promovida por el Infermnational Economic Summil, ongan|-
zada por la Fundackin Alemana para of Desamolio intermnacionsl
(DSE) en la cual SELPER panicipd en calidad de entidad invitada
oficialmenie.

REUNION DE LAS NACIOMES UNIDAS (ONU) SOBRE CIENCIA
¥TECHOLOGIAESPACIALES ¥ 5US APLICACIONES DENTRO
DEL MARCO DF LOS SISTEMAS DE ENSENANZA. Co-Patrocl-
nada por e Goblerno de México. México, D.F., Mbxico, Oclutwre 13-
17, 18686, SELPER ImAlado Olicial.

PRIMERA REUMION LATINOAMERICANA SOBRE SATELITES
DE BUSOQUEDA ¥ RESCATE. Sa0 José dos Campos, SP, Brasil,
ociubne 20-30, 1986, Organizada por INPE y apoyada por SELPER,
para @l Programa SARSAT (Saliites de Basqueda y Rescale),
desarroliado por Canadé, EE.UL., Francia y URSS.

SEGUNDO SEMINARIO HACIONAL DE PERCEPCION REMO-
TAY SUS APLICACIONES. Organizads porla Asoclacién Peruana
dao ssrofolografia Aplicada (APAFA) y Co-Palrocinada por SELPER.
Lima, Pend. Mayo 11-15, 1987,

CURSO DE ENTREMAMIENTO SOBRE EL SATELITE DE RA-
D4R FUROPEQ (ERS-1). Qrganizado vy Co-palrocinado por la
hgencia Espacial Europea (ESA) con SELPER Buenos Alres,
Argentina. Noviembre 4-12, 1987,

SEPTIMA REUNIOM PLENARIA SELPER, SEGUNDOD SIMPO-
510 LATINOAMERICANO DE PERCEPCION REMOTA, Il SIM-
POSIO COLOMBIAND DE PERCEPCION REMOTA, Coloquio
Inernackonal SPOT, Primera Reunidn JOBRESA (Joint Board of
Remote Sensing Aclivilles). Organizado por SELPER, Instiuto
Geografico Nacional Agustin Codazzi (1GAC) y Socledad Colom-
piana de Fotogrametria y Percepcidn Remola (SCF), con el apoyo
ds diversas organizacionos intomacionales (ESA, CNES, SPOT
IMAGE, DORMIER, INPE v ofras). Bogoth, Colombla. Noviembre
16-20, 1987,

CURSDO DE ENTREMAMIENTO SOBRE EL SATELITE DE RA-
DAR EURQPEOQ (ERS-1), Organizado por la Agencia Espacial
Europea (ESA) como colaborackdn a SELPER. Baja Calfomnia,
Mixico. Noviembre 1988,

OCTAVA REUNION PLENARIA SELPER ¥ TERCER SIMPOSIO
LATINOAMERICANO DE SENSORIAMENTO REMOTO. Organi-
zado por SELPER ¥ la Universidad Nacional Auldnoma do México
{UNAM), con el apoyo de diversas crganizaciones inlernacionales
(en especial EDSAT). Acapuico, Miico, diclembre 5-8, 1568

REUMNION DE EXPERTOS PARA REVISION FINAL DEL DICCIO-
HARIO SELPER DE PERCEPCION REMOTA. Palrocinada por la
Agencin Canadiense para Desamollo Internacional (ACDI), que
donarha SELPER este Dicclonario, producto del Proyecto PERCEP
Canadi/Per(. Pachacamac (Lima), Perl, Junio 5-16, 1983,

HOVENA REUNION PLENARIA SELPER, CUARTO SIMPOSIO
LATINOAMERICANO DE PERCEPCION REMOTA, CURSO
INTERNACIONALSPOTY OTRAS ACTIVIDADES ASOCIADAS.
Organizada por SELPER, Instituto de Tecnologia industrial (INTT),
Comisidn Nacional do Investigaciones Espaciales (CNIE), con el
apoyo de diversas organizaciones Inlernacionales. Banioche,
Argentina, noviembre 20-24, 1580,

OTRAS ACTIVIDADES DIVERSAS PROMOVIDAS POR LA
SEDE SELPER/BRASIL, Inciuyendo co-organizacion y co-patro-
cinlo de Cursos, Seminarios, Congresos, que serdn delalladas en
las primaras publicacianas da la Rovisto SELFER on 1090,

Pesquisas Espaciats (INPE), the Socledade Hraslieira de
Cartografia, Geodesia, Fologrametria e Sensoramento Remoto
(SBC) and other national and intemational agencles.

INTERHATIONAL MEETING ON TRAINING HEEDS AND USER
ASSISTANCE, Barlin, RFA, august 31 -seplember 6, 1986, Organ-
ized by the German Foundation for Intematicnal Development
(DSE), SELPER pariicipation as imvited soclely.

UNITED HATIONS MEETING ON SPACE SCIENCE AND TECH-
HOLOGY IN THE EDUCATION FRAME. Co-sponsored by Mex)-
can Govemnment. Mexico DUF., Mexico. OCloDer 1317, 1988,
SELPER officially Imdted.

FIRST LATINAMERICAN MEETING ON SEARCH AND RESCUE
SATELLITES, Sao José dos Campos, SP, Brazil, Oclober 26-30,
19686, Organized by INPE (Brasiian Space Research instiule) snd
co-sponsored by SELPER, for the SARSAT Syslem deveioped by
Canada, Francd, USA, USSR,

SECOND MATIOMAL SEMINAR ON REMOTE SENSING AND
ITS APPLICATIONS. Organized by Peruvian Soclety of Pholo-
grammelry and Remole Sensing (APAFA) and co-sponsored by
SELPER. Lima, Penl. May. 11-15, 1887,

TRAINING COURSE OM EUROPEAN RADAR SATELUTE (ERS-
1). Organized by Eurppean Space Agency (E5A) and co-sponsoied
by SELPER. Buenocs Alres, Argentina. November 4-12, 1987,

SEVENTH PLENARY MEETING OF SELPER, SECOND LATI-
HAMERICAM SYMPOSIUM OM REMOTE SENSING, THIRD CO-
LOMBIAN SYMPOSIUM OM REMOTE SENSING, INTERNA-
TIOMAL SPOT COLLOQUIUM, FIRST MEETING OF JOBRESA
{Joinl Board of Aemote Sensing Aclivities). Co-organized by
SELPER, Agustin Codarzi Nallonal Geographic Institute ({GAC) and
Colomblam Soclely of Photogrammelry and Remole Sensing
{3CF), Co-sponsored by several Inlemnational esganizallons.
Bogola, Colombia. November 16-20, 1887,

TRAIMING COURSE ON EUROPEAN RADAR SATELLITE (ERS-
1), Organlzed by European Space Agency (ESA) lo Indorse
SELPER activities, Baja Califemia, Mexies, Movembor 1088,

EIGHTH PLENARY MEETING OF SELFER AND THIRD LATI-
HAMERICAN SYMPOSIUM ON REMOTE SENSING. Co-organ-
Ized by SELPER and National University of Mexico (UNAM). Co-
sponsored by several iMemational organizalions. Acapulod, Meax
co, December 5-8, 1588,

MEETING OF LATINAMERICAN EXPERTISES FOR FINAL RE-
VIEWING OF THE REMOTE SENSING DICTIONARY OF
SELPER. Sponsored by Cansda Internatlonal Dovelopment
agency (CIDA) and co-organized by SELPER, ONERN, CONIDA.
Pachacamac (Lima), Peru. June 5-16, 1889,

HINTH PLENARY MEETING OF SELPER, FOURTH LATI-
HAMERICAH SIMPOSIUM ON REMOTE SENSING. AND ASS0-
CIATED ACTIVITIES, INCLUDING INTERMATIONAL COURSE
OH SPOT TECHNOLOQY. Co-organized b SELPER, INTI (Na-
tional institute for Industrial Technotogy), UNLL (Lujan University),
CNIE {Argentinlan Commission for Space Research). Co-spon-
sorad by several intemalional organizations. Banioche, Argentini.
Novemiber 20-24, 1589,

MORE IMPORTANT ACTIVITIES PROMOTED BY SELPER
SEAT BRAZIL, Including co-organization and co-sponsoring of
Couifses, Seminars, Congrass inaida and outalde Brozll, which will
e Included In next SELPER Peviews (1990).
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septiembre 1950 SELPER

Desde la antigiledad, el hombre ha
necesitado conocer como es el terreno,
deslindes, formas, posicidn de edificaciones
y accidenles naturales, elc.; a objeto de
planificar, ejecutar y mantener trabajos u
obras en las distintas &reas de la vida
colidiana.

La Aerofotogrametria se ha constituido en
una herramienta eficaz, la que a fravés de
un desarrolle vertiginoso y acarde a
nuesiras tiempos, permite de manera
fidedigna conocer la forma del relieve
lerrestre. Para esto v con la ayuda de
modernos instrumentos restituidores,
procesa las fotografias aéreas en forma
analitica, apoyandose con la red geodésica

nacional hasta lograr el dibujo topografico
del relieve a la escala de representacion
requerida.

Sus usos, dependiendo de la escala final
de representacion, van desde
levantamientos de predios, comunas para
fines catastrales y exlensas areas para
planilicacién y control de obras de
ingenieria (embalses, represas, canales,
caminos, lendido de lineas de alla tension
¥ otros).

Bl Institute Geografico Militar posee en
estos momentos el instrumental mas
moderno que, unido a la experiencia de
sus profesionales, se constiluye en lider
en esle campo en Sudamérica,

INSTITUTO GEOGRAFICO MILITAR
Nueva Santa Isabel 1640 — Santiago-Chile
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INSTITUTO GEOGRAFICO MILITAR

Mueva Sta. Isabel N° 1640 Fono: 6968221-8




1492-1992: Hacia los 500 afios de cooperacion Europa/América

4 IMAGEN METEOSAT (36,000 Hm ), ESA
} 1492-1992: Towards the 500 years of cooperation Europe/America

PRESIDENTE SELPER: DIRECTOR EDITORIAL SELPER: -
DR. ROBERTO PEREIRA DA CUNHA PROF. MAURICIO ARAYA FIGUEROA -
instituto de Pesquisas Espaciais (INPE), Presidente Madero 795 (Nufioa), Santiago. Chile,

C.P.515. Sao José dos Carmnpos, SP, Brasil

g F: (0562) 6967583, TLX (0562) 240501 BOOTH CL.
F: (0123) 229977; TLX (0123)) 3530 INPEBR FAX: (0562) 6981474 24
SEDE ECUADOR SEDE CHILE SEDE ARGENTINA SEDE PERU |
1980-15983 1583-1886 1889-1991 1991-1983 - , 1!

|
-

IMPRESO EN LOS TALLERES DEL INSTITUTO GEOGRAFICO MILITAR DE CHILE
Nueva Santa lsabel 1640. Santiago, Chile. F: (0562) 6968221, TLX: (0562) 441677, FAX: (0562) 6988278




